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SUR LES POLYNOMES DE TCHERYCHEFF 
ET LA FONCTION DE GREEN 


Par F. LEJA, Kraków !) 
ae 
boSoit E un ensemble fermé et borné des points du plan et 
(1) Th(z; E), n == 1,2,..- 


le n-ième polynome de TCHEBYCHEFF attaché a E, c’est-à-dire 
celui des polynomes de la forme P,(2)= 27+ a,2771+ ... + a, 
pour lequel on a, quel que soit P,(2), l'inégalité : 


max |T,(z; E)| < max |P,(2)|. 
(£E) (E) 


Désignons par D(E) celui des domaines complémentaires 
à E (sil y en a plusieurs) qui contient le point 2--co dans 
son intérieur et par F la frontière de D(E). Il est clair que F 
fait partie de # et qu’on a (en vertu du principe de maximum) 


Ta F) = T(z; E), 7 OA 
Le but de ce travail est de prouver que, si le diametre 
transfini de l’ensemble E est positif, la suite 


1 
zlog |T,.(2; £)|, n= 1,2,..., 


tend dans le domaine D(E) vers une limite intimément liée 
avec la fonction de GREEN de ce domaine ayant son pôle à lin- 
fini. 

2. Désignons par #, le maximum du module du polynome 
£,(z; E) dans l’ensemble E et soit {Cos 64,..., Cn} = ¢ un système 


1) Ce travail a été l’objet de ma conférence faite à l’Institut H. Poin- 
caré à Paris le 14. VI. 1939. 
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te 


de n ; 1 points quelconques de E. Formons les produits 


| 
Valt = J lt), “AVC = J] í ERFT E 
OGILRKn 
(EE) 
et soit V, la valeur maxima du produit V,(¢) lorsque les points 
Eos £1:--..n varient arbitrairement dans E. 


L'ensemble E étant fermé la valeur V, est atteinte dans Æ, 
c'est-à-dire il existe un système de #7 +1 points de E, soit 


(2) (70 01) +++) Mnf E 


pour lesquels V,„(7)=Vn*). Supposons que les indices des 
points (2) soient choisis de maniere que parmi les produits 
AD (n)l, |AP(n)|,---, |AT(y)| le premier soit le plus petit 


(3) | AN (7)|< | 47 (7)| pour j =1,2,...,h. 


Ceci posć, formons les nel polynomes de LAGRANGE 


z —1R ” 
4 LY (z; n) = z Ha, sa (),.l.,..., Pd 
(4) D (a; 7) i= J= Oy Ly ny 
(ker) 


correspondants aux points (2) et Considérons la suite 


(5) yi LO(z;n)| Dr 
nor 


On sait) que les deux suites (VE et r) convergent 
vers une même limite, dite le diamètre transfini de l’ensemble £, 


(7) 


A (1 m+ | 


qui sera désigné par d(E). Puisque[F „(7)]* = [II AP (7)| >| 
J0 


et que |47(7)| = nae .(2—7,)|>R, on a 


n(n+1) 
n 2 
h f 
VE, <P)" < VV, pour n = 1,2,... 


done la suite {|49/(n)|/"} converge aussi vers d(E)>0. 


2) Il serait plus naturel de désigner les points (2) par sj”, 447... ny” 


car leur position dans Æ dépend de n. Je les ai désignés alee Pris Venta 
pour simplifier l'écriture. 
3) M. Fekete: Math. Zeitschrift, t. 17 (1923), p. 228— 49, 
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J'aurai à m’appuyer dans la suite sur les résultats sui- 
vants 4): 

Si le diamètre transfini d(E) est positif la suite (5) converge 
dans le domaine D(E) vers une fonction limite 


(6) lim im VITE (257) = L(z;E) 


remplissant les conditions suivantes: L(2,E) > 1 dans D(E) et 
„ L(z;K) 1 
7 un ——— = ——.. 
4 mes WE] aH) 
Le logarithme de la fonction L(z; E) est identique avec la 


fonction de Green du domaine D(E) ayant son pôle à l'infini. 


3. Cela posé, considérons le polynome de TCHEBYCHEFF (1) 
et les polynomes de LAGRANGE (4). D'apres la formule d'inter- 
polation de LAGRANGE on a identiquement | 


(8) T„(2;E) = > Tang E)-LY (z; n). 
j= 
Mais |T,(n E)| < Rn et 


LD (0) AN(n) 2—nN 
(2; 7) = md (GS) zn, Zy; 


donc, en désignant par Ô—0(2; E) la plus courte distance d'un 
point z de D(E) à l’ensemble E, on a d’après (3) et (8) 


|T,(2; E)|<(n + 1)Rp [LO (z; ny. ——* 


Puisque /R„>d(E) il résulte de la dernière inégalité et 
de (6) qu'en chaque point du domaine D(E) on a 


(9) lim supŸ]T, (4; E)| < L(z; E)-d(E). 
n=>oo 
4. Posons 


(10) * T(z; E) = (z—) (2—y5)...(2—y,) 5) 


4) F. Leja: Ann. Soc. Polon. de Math. t. 12 (1934), p. 57—71. 
6) La position des points y;,Yw....Yn dépend de n (voir la remarque 
=. D, 2). 
] * 
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et designons par © le plus petit ensemble fermé convexe 
contenant E. Tous les points-zéro y; des polynomes de TcHE- 
BYCHEFF T,(2; E) appartiennent à C car, dans le cas contraire, 
il existerait une droite p séparant p. e. le point y, de l’ensemble 
C et alors le maximum du module du polynome P,(2) 
= (2—y1)(@—ye)...(2@—yn) dans l'ensemble F, où y, est: la 
projection du point y, sur p, serait plus petit que celui de 
T„(z;E). 

Dćsignons par Ź lensemble des points-zćro de tous les 
polynomes T,„(e; E) et par Z’ l’ensemble des points d’accumu- 
lation de Z contenus dans le domaine. D(£). Il suit de ce qui 
précède que Z et Z’ font partie de C. Je vais démontrer que: 

Si le diamètre transfini d( E) est positif, la suite {VIT (2: E)|} 
converge dans la domaine D(E)—Z' vers la limite 


n 


(11) lim TT, (2; E)| = L(e; E)-d(E), 
n=>co a 


la convergence étant uniforme dans chaque domaine fermé con- 
tenu dans D(E)—Z. 


Démonstration. Formons les fonctions rationnelles 


T,„(ż; E) ko a a 


(12) ka (2) = a — 
LO (23) AVi)  (2—7m)-..(2—qn) 


W = 1,3,...0 
et soit À un domaine simplement connexe quelconque contenu 
avec sa frontière dans le domaine D(E)—Z' et contenant le 
point z= © dans son intérieur. 

Les fonctions (12) sont toutes régulières à l'infini et y pren- 
nent la valeur 1. Leurs points-zéro y; et leurs pôles 7; sont 


situés à l'extérieur de A pourvu que l’indice n soit plus grand 
qu'un nombre N dépendant de 4. Par suite, les fonctions 


(13) VR, (2), nN 4. 1, W + 35... 


sont holomorphes et uniformes dans 4. n 


On vérifie aisément que jla suite (13) est -uniformement 
bornée dans 4. En effet, soit r un nombre positif si grand 
que: l’ensemble C soit contenu dans le cercle |z| <r et qu’on 
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ait |€:2|< 4 lorsque ¢ parcourt C et |z| est plus grand que r. 


Aux points extérieurs du cercle |z|<r on a V|R,(2)|<3, car 
2 


<—et 
distance entre le A A et la frontière du domaine D(E)—Z. 


ip i 
7 
Alors, aux points de A intérieurs au cercle |z| £r on a |z—y,|<2r 


>ą: D'autre part, soit 20 la plus courte 


et [z—ni|>6 done AD) )|<2r/ó, ce qui prouve notre assertion. 


Les fonctions (13) forment done dans le domaine A une 
famille normale au sens de M. MONTEL. Je dis que: 


n 
La suite de modules {|)#,(z)|} tend dans 4 vers 1, la cou- 
vergence étant uniforme dans chaque domaine fermé contenu 
dans 4. 


En effet, de chaque suite partielle de la suite (13) on peut 
extraire une autre suite partielle tendant uniformément vers 
une fonction analytique R(z). Puisque À,(co) = 1 on a |R(0o0)|-=-1. 
D'après le principe de maximum les deux cas seulement sont 
possibles: Ou bien le module de R(z) surpasse 1 dans certains 
points de 4, ou bien il est constamment égal à 1. Or, il suit 
de (9) je a |[R(2)< 1 done |R(2)|= 1 partout dans 4. La 
suite WR (z)]} tend vers 1 car les modules de toutes les 


fonctions-limite de la suite (Vi) )} se réduisent a 1. 


Observons maintenant que, d'après (12), on a 


VIT (es B)| = VEn) VLO; m] VAS) 
La proposition =, résulte de cette identité en vertu de (6) 
et du fait que lim a AO (7)| = d(£). 


5. Désignons par G (x,y; E) la fonction de GREEN du domaine 
D(E) ayant son pôle à l'infini. On sait que G(a,y; E) =log L(z; E), 
où 2—2+1y, donc il suit du théorème précédant que: 


Si d(E) => 0 la suite fe log |7',(2; E) | tend dans le domaine 


D(E), à l'exception des points d'accumulation des racines des 
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polynomes 1,(ż; E), vers la limite 
(13) lim log |T, (2; E)| = G(a,y; E) + log d( E). 
n->00 fF 


Il se présente la question de savoir si la relation (13) peut 
cesser être vraie aux points d’accumulation des racines des 
polynomes T,(2; E) appartenant au domaine D(E)? La ré- 
ponse est affirmative comme cela prouve l'exemple suivant: 

Soient a et f >a deux nombres positifs quelconques et E 
l’ensemble des points des deux segments —f<=<æ<—a et 
a<w<$ situés sur laxe réel. Les racines y; du polynome de 
TCHEBYCHEFF 


T,„(ż2; E) = (2—y,)(2—Y2).-.(2—Yn) 


attaché à E appartiennent à l'intervalle —p=a<f. Ils sont 
distribués symétriquement par rapport au Centre de cet inter- 
valle car, l’ensemble E étant symétrique par rapport au point 
z=— 0, on a 


max Ee EIS ee |(—2—4;)...(—2—yx)| = 
— woe [(2-+ 71)| PACK Yn)| , 
donc les deux polynomes 


(2—y,)...(ż—y) et (21+7)...(2+ yn) 


doivent être identiques car il n'existe qu’un seul polynome 
de TCHEBYCHEFF du dégré n attaché à E. 


II en résulte que les polynomes T:,.41 (2; EF) des dégrés impairs 
sannulent au point 2—0 et par suite l'égalité (13) ne peut 
pas avoir lieu en ce point. 


SUR LA THÉORIE DES OBJETS GEOMETRIQUES 


(Les objets diffórentiels purs de deuxième et de troisième classe) 


Par ST. GOŁĄB, Kraków 


La notion de l’objet géométrique fut, comme s'expriment. 
SCHOUTEN et HAANTJES dans leurs derniers travaux !), le 
sujet principal de la géométrie différentielle moderne. Nous 
renvoyons le lecteur à l'ouvrage cité où le developpement de 
la notion de l'objet géométrique est traité d’une manière dé- 
taillée; nous nous bornons ici aux définitions et aux propriétés 
les plus importantes. 

Parmi les objets géométriques spéciaux de la classe donnée), 
nous distinguons une sous-classe qui est caractérisée par le 
fait que dans les formules de transformations des composantes 
d'objet les coordonnées ne figurent pas. Nous allons donner 
aux objets pareils le nom des „objets différentiels purs”. 

Le problème qui se pose est celui de la détermination de 
tous les objets différentiels purs possibles d’une classe donnée. 
Posć dans toute sa généralité, ce problème appartient, sans 
doute, aux plus difficiles de la théorie des objets géométriques. 

Nous allons traiter le cas le plus simple où l’on a affaire 
æ un espace d’une dimension dans lequel l’objet n'a qu'une 
seule et unique composante. 

Le problème correspondant concernant les objets diffé- 
rentiels de première classe fut résolu par moi dans une recherche 
antérieure 3). 

Le but de la présente recherche consiste dans la détermi- 
nation des objets différentiels purs de deuxième et de troisième 


1) J. A. Schouten et J. Haantjes, Zur Theorie des geometrischen 
Objektes, C. R. d. Congrès International des Mathématiciens Oslo 1936, 
t. 2, p. 155— 159: ainsi que J. A. Schouten and J. Haantjes, On the 
theory of the geometric object, Proc. London Math. Society 42 (1937), 356— 376. 
*) lec!) § 5,4p. 371. 
3) St. Gołąb, Uber die Klassifikation der geometrischen Objekte. Math. 
Zeitschr. 44 (1938), 104—114, 


‘ 


3 | ST. GOŁĄR 


classe, moyennant certaines suppositions de régularité très 
générales. Un problème de même importance fut traité et 
résolu, il y a une quarantaine d'années, par M. E. CARTAN. 
Dans sa recherche, parue dans les Annales de l'Ecole Normale 
Supérieure (XXI (1904), 153—206 et XXII (1905), 219-308) 
sous le titre: „Sur la structure des groupes infinis de transfor- 
mations”, se trouve un chapitre consacré à la détermination 
de tous les groupes isomorphes holoedriques d'un groupe 
donné. On y trouve les analogues des formules des transfor- 
mations des objets géométriques simples” de deuxième et 
de troisième classe. 

Je me suis décidé, malgré cela, de publier mes résultats 
pour des raisons suivantes: Le travail de M. E. CARTAN parut 
bien avant que furent fondées et développées les bases de 
la théorie des objets géométriques et il pourrait facilement 
passer inaperçu par ceux qui s'occupent de cette théorie. La 
méthode de la théorie de groupes des transformations de LIE 
dont se sert M. E. CARTAN lui permet d'obtem ses résultats 
sous une forme plus elegante; elle le réalise, cependant, en 
faisant des suppositions moins générales que les nôtres. De 
plus, cette méthode n'est pas dépourvue de lacunes et elle 
est, Sans contredit, moins exacte que la nôtre. De la méthode 
de M. CARTAN nous ne pouvons que pressentir comment serail 
il possible de déduire tous les objets dits simples”. Et c'est 
là que réside la finesse du problème, comme le montre bien 
Je cas des objets géométriques de première classe 4). 


l. Les objets différentiels purs de deuxième classe. 


Considérons un espace a une dimension X,, à la base duquel 
se trouve un pseudo-groupe 5) © renfermant toutes les trans- 


4) Je crois de mon dévoir d’exprimer ici ma profonde reconnaissance 
à Monsieur J. Haantjes qui se donna la peine de lire le manuscrit de ce 
travail. Je me suis empressé de suivre ses conseils précieux en simplifiant 
le texte en certains endroits. 

5) La conception du pseudo-groupe de transformations introduite 
par O. Veblen et J. H. C. Whitehead dans le „The foundations of diffe. 
rential geometry’ Cambridge Tracts 1932 fut établi récemment par moi. 
La recherche consacrée à ce sujet fut publiée dans les Mathematische Au- 
nalen 116 (1939), 768—780 nous le titre: Uber den Beqriff der „Pseudo- 
gruppe von T'ransformationen. 
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formations de la classe ©, c'est à dire celles qui sont pourvues 
de la seconde dérivée continue et qui sont en plus régulières 
dans le sens ‘que deur première dérivée est différente de zéro. 

Chaque point & du continu à une dimension A, est dé- 
terminé dans un système de coordonnées donné B, par la 
coordonnée correspondante > Si nous passons à un autre 
système de coordonnées B, à l’aide d’une transformation qui 
appartient au pseudo-groupe ©, la coordonnée du point fixe Z 
change d’après une équation de la forme 


(1) E, =a p(Ë). 


Si nous pouvons faire adjoindre d'une manière univoque 
au point £ et à tout système de coordonnées admissible (qui 
peut être obtenu d'un système de coordonnées donné à priori 
par une transformation du pseudo-groupe ©) un nombre Q, 
nous dirons qu’un objet (à une composante) est défini au point £. 
Pour un £ fixe, la composante Q de l'objet est une fonctionnelle 
univoque du système de coordonnées B. Nous désignerons 
dans la suite par B; un système quelconque de coordonnées 
et par Q; la composante de l’objet par rapport à ce système. 

Dans le cas particulier, où Q, peut être calculé dès que 
l'on connait la composante 2, et la transformation T, con- 
duisant de B, au B, nous dirons que l’on a un objet géométrique. 
Pour les objets géométriques on a done la formule de transfor- 
mation de la composante de la omi 


(2) | = 5 Lin) 


où la fonction f ne dépend pas dur choy du système des coor- 
données B, et Bpr. 

En particulier, si la fonctionnelle désigne une fonction 
explicite des coordonnées 6,, & et des dérivées de la fonction q 
(564 = p(ć;)) du premier et du second ordre, nous diróns d’ aprés 
SCHOUTEN et HAANTJES que l'objet est un objet special de 
deuxième classe. La formule de transformation sera dans ce cas: 


(3) Q, = f(n Pb) € (61), 6 (61). 


Il peut arriver que le second membre de (3) soit indépen- 
dant de 5, et de ć,( = g(6,)). Dans ce cas nous dirons que 2 
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est l'objet différentiel pur £). Pour les objets différentiels purs 
de deuxième classe on a la formule de transformation sim- 
plifiće 


(4) 0 = (Q; 97,97). 


La fonction f doit satisfaire à une équation fonctionnelle 
itérée, ce qui est une conséquence de la propriété des groupes. 
Pour arriver à cette équation nous prendrons en considé- 
ration trois systèmes de repères arbitraires Bi, BaBa et dé- 
signerons par 


(5) Ex pulse 
la transformation qui effectue le passage de la coordonnée é; 
à la coordonnée é. D’une part nous avons 
b O, = f {R Pia lE) Pilé 
(6) 42, f{Q,; Pig (Ś4)) Pis ($, )} 
|o, J10,; p og (Ët)s Poa (E) F- 
D'autre part on a 


(7) P13 (61) = PzalF12 (Ś1) | 


et par consequent aussi 
| Pan (54) = Pag LEa] * Pio (5,) 
lPi lEn = AA AE A Sade 208 )- 
Si l'on tient compte de ces relations dans (6), on est conduit 
à l'identité suivante: 
(9) | AL Piala] * Py (E) A + Pal | KJACHY 
\ = f {FCR PE) Pill Poz lEn) Pog (52)? - 
De la définition du pseudo-groupe (choix à peu près arbi- 


traire des fonctions Qi et a3) S’ensuit que la fonction f doit 
satisfaire a Véquation fonctionnelle: 


(8) 


8) I] ne faut pas confondre la notion d'un objet différentiel pur avee 
celle d'un comitant pur (ou propre) que j’ai introduit dans le travail „Sur 
quelques points concernant lu notion du comitant*. Ann. Soc. Pol. Math, 17 
(1938), 177—192. 
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(10) fiz, B; - ay, Be a?+ By a) = f {f (£, a, ag), Bry Ba) | 


et cela pour tous les a, 6, différents de zéro: 
(11) a+ 0, p+ 0 


et pour tous les ag, sans restriction. En ce qui concerne le 
domaine d'existence E pour la premiere variable x de la fonc- 
tion f, quelques cas particuliers sont à discuter auparavant. 

Nous voulons établir tout d’abord une identité supplé- 
mentaire à laquelle doit satisfaire la fonction f et qui n'est 
aucunement une conséquence de la relation (10). Remarquons 
que la transformation identique appartient aussi à notre pseudo- 
groupe ©. Dans une telle transformation la composante de 
l'objet, conformément à la définition, ne peut pas changer. 
Pour la transformation identique on a: g'=1,g' 0." H en 
résulte que 


(12) f(z, 1, 0) = x pour tous les ve FE}. 


Il s’agit maintenant de déterminer la structure de Pen- 
semble E. Quelques éventualités sont à considérer. 

I. Si l'ensemble E ne se compose que d'un seul et unique 
point zę, On aura un scalaire, qui n'est, somme toute, qu’un 
objet de la classe zéro. 

II. Si E se compose de deux points isolés 2, x, on démon- 
trera pareillement, comme dans le cas des objets de premiere 
classe 7) que l’objet est un biscalażre3). Dans ce cas également 
les dérivées secondes de la fonction go n’interviennent pas. 
L'objet appartiendra en réalité a la premiere classe. ` 

Nous allons dans la suite négliger les deux cas let LI, 
en supposant que l’ensemble E renferme plus que deux points. 
Afin d'exelure les solutions non régulières de lćquation (10) 
nous supposerons que la fonction 
(13) f(T, ay, dz) 


zz — — 


8) M. Schouten donne à ces objets le nom de „W -scalatres". Voir 
J. A. Schouten, Uber die geometrische Deutung von gewöhnlichen p-Vektoren 
und W-p-Vektoren und den korrespondierenden Dichten. Proc, Kon. Akad. 
Wetensch. Amsterdam 41 (1938), 709—716. 
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est pourvue dans le domaine (D) de dérivées partielles du 
premier ordre continues. Pour les raisons typographiques 
nous adopterons pour ces dérivées les abréviations suivantes: 


(14) lot at Et. 


Le domaine’ (D), dont il est question, est défini comme 
suit : 
(15) (D):re E, a +0, a, quelconque: 
3 \ 
Afin de ne considérer que les objets essentiellement de 
deuxième classe, nous ferons en dernier lieu la supposition: 


(16) > jp = a 


. 

Nous allons démontrer plus tard que Æ se compose d'un 
seul et unique intervalle (fini ou infini). Pour le moment nous 
ne pouvons que conclure ce qui suit: £ se compose d'un seul 
intervalle Eg, ou bien de deux intervalles E, et FE, séparés, 
où tout au plus contigus. Pour le prouver, remarquons que 
l'ensemble des valeurs de la fonction f doit appartenir à k. 
La fonction f pour a, > 0, au, arbitraire, de même que pour 
(4 <0, à arbitraire, étant continue, on en déduit que EF ne 
peut pas contenir plus de deux parties d’un seul tenant. De 
meme que pour les objets de premiere classe, on peut démon- 
trer?) que l’on doit exclure le cas où E pourrait se composer 
d'un intervalle et d’un point isolé. Alors il ne nous reste que 
deux eventualités susmentionnées. 

Nous introduirons maintenant les notations abrégées sui- 
vantes: 


(17) | g(x, a) = f(x, a, 0) 
(18) h(x, B) = f(x, 1, B). 


Si l'on substitue a =6,—0 dans l'équation (19) on obtient 
l'équation 


(19) g (£, a, * Bi) TONE, 1), Prt 


eee — 


8.11.5623), F0 ne 
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qui est celle de l’equation fonctionnelle bien connue des objets 
de la classe A 10). 
Nous introduirons maintenant deux définitions. 


Définition I. Un point x, de l’ensemble E sera dit un 
point singulier de première espèce si 
(20) 4 (%%,a) = const. pour tous les a > 0. 


Définition II. Un point 4, de l’ensemble E sera dit un 
point singulier de seconde espèce si 


(21) | hk(To,B) = const. pour tous les 8. 


.Lemme. Les points singuliers de seconde espèce n’existent 
pas. 

Démonstration. Afin d'arriver 4 une contradiction, nous 
allons supposer qu'il existe un point zac E pour lequel a lieu 
légalité (21). Il s'ensuivra d’après (12): 

(22) f (£o, 1, b) = w, pour tous les 5. 


Si l’on pose £= a= l dans (10), on aura, en tenant 
compte de (22): ] 

(23) Í (Zo, b1, P2 + Ba 42) = Í (£o, B1, Ba) 

Cette identité exprime que f(£o,ßı, 8.) devrait être indé- 
pendante de la troisième variable pour toute valeur de B,. 
On aurait done 
(24) f(%9,04,03) = fe (4). 

Envisageons un æ quelconque de l'ensemble E. De la défi- 
nition de l’objet géométrique résulte qu'il serait possible de 
trouver deux valeurs a, et a, pour que 
(25) f (©, a, a) = To- | 

Les valeurs a, et a, dépendent naturellement de 2. Si l’on 
substitue (25) dans (10), on obtient d’après (24): 

(26) f (x, Ba a1, Bazar + Ba ag) = u (P1)- 


Le second membre de (26) ne dépend pas de B,; a, étant 
différent de zéro, il s'ensuit que f(1,8f,-a,,7) devrait être indé- 


10) }, «.3), Péquation (8). 
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pendant de y; fı étant quelconque, il s'ensuivrait que f,=0 
ce qui contredit a notre supposition (16). 

Il s’agit maintenant de déterminer la forme de la fonction h, 
définie par l'équation (18). Dans ce but, nous poserons a, = f; = 1 
dans l'équation (10), Ceci conduit à l'équation fonctionnelle 
suivante pour la fonction h: 


(27) h (£, Bo + a2) = h {h (x, a2), Bos’. 

L’équation (27) montre une structure si analogue à celle 
de l'équation (19) que l’on est immédiatement tenté de ramener 
la résolution de cette équation (27) à l'équation (19) déjà ré- 
solue 1). 

Nous désignerons par Æ, soit l'ensemble E tout entier, 
sil se compose d'un seul intervalle, soit un des intervalles 
Fi, Es, Si E se compose de denx intervalles séparés (ce der- 
nier cas se montrera plus tard comme étant impossible). 

Nous posons encore : 


(28) H (1,5) - h(a, log p) B> 0 
et remarquons que la fonction H satisfait a l'équation sui- 
vante : 


(29) H (x, Pz- ag) = H {H (£, a2), Ba} a> 0, p >. 


Cette équation est de la même forme que (19); de plus, 
les restrictions a, >0,4>0 en facilitent la solution. Nous 
pouvons écrire, d'apres un resultat connu 2); 


(30) H(x,p)  N|B:a(a) | ve ky, p>0 
où X (u) est une fonction monotone au sens stricte 3) (erois- 


sante ou décroissante) définie pour tous les u>0 et o signifie 
la fonetion inverse de N° II s'ensuit de là que: 


(31) h (x,a) =H (x,e*) = X [e*-o(2) |. 


11) St. Gołąb, Uber eine Funktlionalgleichung der Theorie der geometri- 
sehen Objekte. Wiadom. Matem. Warszawa 45 (1938), 97—137, 

12) 1.c. 1), On doit remarquer que c'est précisément la non-existance 
des points singuliers de seconde espèce qui nous permet de tirer la con- 
clusion si simple, 

13) Lei, ainsi que dans la suite, interviendront seulement les fonctions 
monotones au sens strict et, par conséquent, nous allons employer le mot 
„monotone“ dans ce sens, | 
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L'ensemble de valeurs de o étant identique au domaine 
d'existence de Y on aura done: 
(32) a(c)>U. 

On peut alors poser 
(33) o (a) = 70. 

Si l’on désigne par À la fonction inverse de A, on obtient 


(34) A (u) —A[log u] 


et on parvient finalement a la relation: 
(35) h(a, a) =Aflog (e5+49)] = A(a + A(2)), a quelconque, re Eo, 


A(u) est une fonction monotone pour tous les w. 


La fonction f peut maintenant être exprimée pour Ze E, 
à l’aide des fonctions g et h. Si nous posons dans l'équation (10) 


Ba =1, a= 0, on obtient: Ak: 
(36) f(x, a, Boa?) = hąg(e, dy); Ba} 
et l'on parvient au moyen de la substitution 
(37) = a, f= 


a la relation 


(38) f(x, a, 6) — hlg (e, a), À} | 


Si nous posons maintenant «, 1, 8, = 0 dans (10), on aura: 


(39) f(x, By, Pa 44) = g{h(æ, As), Px} 


ce qui, apres le changement des variables 


(40) b= a, Q=, 


conduit à la relation 


(41) 


f(x, a, B) = gih(z, P), aj |. 
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L'identification des formules (38) et (41) va nous permettre 
d'établir la relation cherchée entre les fonctions g et h. On doit 
auparavant montrer que l'ensemble E est d'un seul tenant, 
c.-4-0. qu'il est impossible que E puisse se composer de deux 
intervalles séparés E, et Æ,. Nous montrerons qu'une telle 
supposition conduira à la contradiction. Considérons la formule: : 
(42) ad) Al + dfg(e,a)]| 
valable pour tous les ze E. Designons par M l’ensemble de 
valeur de la fonction A. D'après ce qui était établi jusqu’à 
présent, M est un intervalle (ou vert). Il s'ensuit de la definition 
meme des objets géométriques que pour tout couple #,, ye E 
il existe les nombres ay, By pour lesquels 


(43) La = f(X4, Go Po). 


Fixons en particulier #, dans Æ, et laissons 2, parcourir 
tout l’ensemble E; il en résultera que E doit être contenu 
dans M. Inversement, si nous fixons dans la formule (42) les 
valeurs de z (de Æ,) et de a et si nous laissons A prendre toutes 
les valeurs réelles possibles, nous én concluerons que M ent, 
contenu dans F, où F est l’ensemble de valeurs de f (pour 
tous les teËE). Il s'ensuit de l'équation fonctionnelle que F 
doit être contenu dans #. Finalement, nous aurons que MCE 
ce qui, comparé aux résultats précédents, conduit à la conclu- 
sion M= E. M étant un intervalle, nous sommes arrivés à la 
contradiction. E se réduit alors à Fy, où les deux formules (38) 
et (41) sont appliquables. 

Nous affirmons maintenant que E, renferne exactement 
un point singulier de première espèce. Pour le prouver pous 
introduirons les abréviations: 


(44) v(æ)=g(x, —1) 
(45) w(x) = A[»(2)] 
et nous poserons a -—1 dans les formules (38) et (41). La 


comparaison nous donne: 


(16) alg Fola) =|A|—8 Pate) ||. 
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Si nous appliquons l'opérateur À aux deux membres de 
cette identité, nous obtiendrons que 


(47) B+ w(x) =o} A[ —B + (x) He 


Si l’on différentie les deux membres de cette dernière iden- 
tité par rapport a p 


(48) = o'\A| B + À(æ) || A8 + Alw) |(—1) 


et que l’on y pose 6=0, on aura, en tenant compte de ce que 


A’) a(z)|= Fa) la relation simple: 
(49) w'(x)= —2'(x) 
ou bien: | 

(50) w(æ)= —A(w) +e 


où c est une constante dont la valeur en ce moment est pour . 
nous sans importance. Les relations (45) et (50) donnent: 


(51) v(æ)=A[e—A(x) |. 
Considérons maintenant lćquation: 
(52) v(x)= 2. 


A cause de (51) elle est équivalente à l'équation: 
x= A[c—4(x)], ou bien à A(@)=ec— A(x), ou bien encore à 


(53) ia) = >. 

La dernière équation n’a qu’une seule solution: 
s c 
(54) A (z) 


comprise dans l’intérieur de l'intervalle E,. D’après un ré- 
sultat antérieur !*) nous pouvons conclure que x, est un point 
singuljer de premiere espèce. Nous avons ainsi établi que £, 
contient au moins un point singulier de premiére espéce. Nous 
voulons maintenant montrer indirectement que Æ, ne peut 
pas contenir plus d'un point singulier de premiere espece. 


OMD 


Hocanik Pol. Tow. Matem. T. XIX. ° 2 
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Pour cela nous supposerons qu'il y aurait dans Ay encore un 
autre point singulier x). Nous poserons 


(55) By= a~ | A(a)—A(ay) | 
et nous allons calculer d'après (35) et (41) la valeur de f(x,,a, Bo): 
(56) flrosu, Bo) = gąA| 2(2,)—A(2g)-* A) |, af = g(a, a). 


On a, à cause de la supposition sur z: 


(57) g(x, a) = T, pour tous les a > 0. 
Par suite: e 
(53) f (Los u, Bo) = 1, pour tous les à > 0. 


D'autre part nous avons d'aprés (38): 


ae 


JPEG: 
(59) (Los a, By) = À Po + il gla, J A 2 À A (a0)} 
pour tous les a > 0. Si l'on compare (58) avec (59), on obtient 


f 


(60) = + Alaa) = A(t) pour tous les a>0 

ce qui, comparé avec (55), conduirait à la conclusion p= 0 
c'est-à-dire que A(x,) = A(T) et, par suite, a cause de la mono- 
tonie de À, à la conclusion contradictoire x= Tę. Il est ainsi 
démontré que K, ne contient qu'un seul point singulier dą 
premiére espèce. 

Le point x, partage l'intervalle k, en deux intervalles 
partiels que nous désignerons par K, et A, et qui ne contiennent 
plus dans leur. intérieur aucun autre point singulier. Des ré- 
sultats obtenus par nous précédemment 15) il s'ensuit qu'il 
existe dans Æ£,— (To) une fonction (essentiellement unique) 


(61) p(x) 
qui est inversible dans Kọ— (£o), qui est continue dans K, et 
dans £, et pour laquelle on a la relation 


(62)  g(t,a)= © 


a - p(zr) | pour tous les czek, © Ty 


et tous les a + 0, où Ø désigne la fonction inverse de la fonction g. 


— mW ee eee nn me O imama 


18) 1, c. 11), 
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Nous allons maintenant revenir aux formules (38) et (41) 
en tenant compte des formules (35) et (62). Cela donne: 


[reap -alé roro] aga 


ti MERS Lo ty. 
zo 


| f(x, a, p) = D |a . pl [£ 


De la comparaison de deux seconds membres de ces rela- 
tions nous ‘établirons la relation anoncée entre © et A. Dans 
ce but nous poserons 


(64) Y (u) = A] du) | 

1] est facile de montrer que la fonction Ÿ est inversible 
et son inverse y s'exprime comme suit: 
(65) plu) = y[A(w) |. 

De l'identité 


(66) Ale + AØ |a -p(æ) |} = dla val | ata) | 


nous obtenons, en appliquant l'opérateur A: 


(67) £4 y : | ża || 


a? 


= Pla -y 


a> p(t) 


Si lon différentie cette identité la premiere fois par rapport 
à B et la seconde fois par rapport a 2 on aura: 


| vf zo) 


-aq' (C)== P'ha i vf’ + ia ; LE v|- À(x) 


= la Ua (x) 


a? 


(68) 
ypy’ 


-A (£). 


a: p(T) 


Il en résulte que 
' A(x) 1 
u a tola eg 07 N 
(69) a 4 ja rtz)] g(a) az 
Fixons dans l'intervalle Kọ un point z different de z. On 
deduit de (69) que: 


(70) TP ER si 


4*(£) >, 
u? | a (7) 


24) ST. GOŁĄR 
ce qui donne après l'intégration: 
(71) Pu)=" b, 


où b, est une constante pour u>0 et b, une constante (éven- 
tuellement différente) pour u<0. De (71) et (64) on tire: 


(72) p(æ)= TE Ent: PETR 


où l'on doit placer b, dans un des intervalles H,, E, et b, dans 
l'intervalle restant. Si l’on porte (72) dans la premiere des 
formules (63), ou obtient: 


À(&@)— b 
ew © Fa, 


p 
(73) (0,a,8)=A(5 + by 
Si nous prenons en considération la continuité de la 
fonction f pour «=2,, la monotonie de la fonction A et le choix 
arbitraire de a, on verra que b,=b,. Le relation (73) s'écrira 
plus simplement: 
(74) f(0,a,8)-A|(546- 


a a 


2) æeË,, a+0 
B quelconque. 


Posons finalement 
(75) I(u)=A(b—u) 
et désignons par y(x) la fonction inverse de la fonction 1. 
On aura 
(76) y(w) = b— (x), 


ce qui, avec (74), nous conduira à la formule définitive: 


(77) i 


jaap r g 


a a 


Nous sommes arrivés ainsi au résultat suivant: Chaque 
objet géométrique différentiel pur qui appartient essentiellement 
à la seconde classe, possède la formule de transformation suivante: 


| Q,) og) 
(ży pee | 
(78) 2 I p’ graj 
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I’ désigne ici une fonction arbitraire monotone au sens strict, 
définie dans l'intervalle (— co, + 90) et y lu fonction inverse 
de la fonction I. 

Réciproquement (on le voit de suite) la formule de transfor- 
mation (78) définit un objet géométrique différentiel pur de deuxième 
classe. 

Désignons maintenant par (2* l’objet nouveau défini à l’aide 
de l'équation: 


(79) Q* = y(Q). 
Nous aurons pour cet objet (2* la formule de transformation: 


o# a Q* ay: p” 


7 p’? 
P 


(80) 


Puisqu’en meme temps que (79) on a la relation: 
(81) Q=1(Q*), 


nous pouvons dire ce qui suit: Chaque objet geometrique diffe- 
rentiel pur de deuxieme classe est une fonction monotone d'un 
objet ,,simple” de deuxième classe avec la formule de transfor- 
mation (80). 

Nous pouvons nous poser maintenant la question sur la 
nature d'un tel objet de deuxième classe. Dans ce but nous nous 
posons le probleme suivant: Soit un champ de densités ordi- 
naires du poids p: 


(82) w= w(é). 


Si l’on passe a un autre système de coordonnées au moyen 
de la transformation 


(83) £= ($), 
w se transforme à l'aide de la formule: 
(84) w= w. (p). 


La dérivée covariante du champ (82) étant définie au 
moyen de la formule: 


(85) By L* + e+ w 16), 


18) Comparer St. Gołąb, Zur Theorie des affinen Zusammenhanges 
am eindimensionalen Raum. Opusc. Math. F. 2 (1938), 7—9. 
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nous pouvons demander que cette dérivée soit un objet géomé- 
trique. Nous pouvons même demander que Dw soit une densité 
ordinaire: De là s'ensuit la relation: 


(86) Dw =(9')-4- Dw. 


On a d'ailleurs: 


=— d si- du y 
w= + AW == + Aw(p') = 
. dé de g 
(87) z 
2 I w d 7 + 
| uw(q) P- ota (9) ?—pw(p)P"' -g . 


La comparaison de (86) avec (87) donne 


dw 
dE 


dw, , | PTE | 
qe 9)" wig) (p) 7774 pwp) 


(55) 
— pw(p)P":ę. 
Cette relation étant valable pour tous les champ de densités, 
on en déduira les deux identités: 
KE 
dé 


uw (p’) ! = u: wle) P—p:w(y')P*:q". 


‘gn! Ya „ BD (a1) p~l 
(89) (P ) dE (9 


De la premiere de ces identités résulte que: 


(90) Q DFI 
La seconde donnera, après la division par w(ę') ?: 
(91) u(9)1=u—pl(p)":y", 


(91) est une formule de transformation pour le coćfficient u 
de l'équation (85). Si Pon pose en particulier 


(92) ae ai She 


dans la relation (91), on obtient 
(93) ne — ia. 
} 


Nous voyons donc que dans ce cas m représente un objet 
geometrique simple de deuxième classe et nous pouvons dire 
que u est le paramètre du déplacement parallèle. Ce terme est 
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justifié et l’on voit en même temps que la formule de trans- 
formation (93) représente un cas spécial de la formule de trans- 
formation 


4 


Ą je 
of” 


(94) Tè= 124! AŻ Af AŻ 9,4; (4: = 
pour les paramètres d'un déplacement linéaire dans un espace 
n-dimensionel. 
, || 
II. Les objets différentiels purs de troisième classe. 

Dans ce chapitre nous hous proposons de déterminer tous 
les objets différentiels purs de troisième classe en faisant 
les mêmes suppositions de régularité qu'auparavant. Apres 
avoir établi d’une manière détaillée équation fonctionnelle 
des objets de deuxième classe, nous allons maintenant suivre 
une- voie abrégée en laissant de côté certaines démonstrations 
qui nous paraissent superflues. 

La formule de transpormation pour la composante © d'un 
objet différentiel pur de troisième classe a la forme: 


(1) 129 KA, q's g”, ga. =) 
ou 
(2) Le P(óy) 


désigne, comme avant, la transformation de passage du sy- 
stème des coordonnées B, au système B. Si l’on se sert des 
formules pour les dérivées successives d'une fonction composée, 
on arrive, comme dans le chapitre I, à l'équation fonctionnelle 
suivante pour la fonction cherchée f: 


tes W: Pas tj Ba dą By, ay Bg + 3a, dy Po + Ag fy) = 
= HIT, Ly) dą, Ug), ), Bis Bay Ba} - 


Cette Teen doit être satisfaite pour tous les z d'un 
certain ensemble. E ainsi que pour tous les a, et p, différents 
de, zéro 
(4) a0, p0 


et les Us Pas (as Pa E sans restriction quelconque. 


(3) 


17) Dans le chapitre précédent, le y psendo-groupe 6 CERT en | toutes 
les transformations de la classe C,. Par contre nona supposons maintenant 
que ® renferme toutes les transforinations de la classe C}. 
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La fonction 
(5) J(<C, ay, ay, ag) 
doit en outre vérifier l'identité suivante: 
(6) f(z, 1,0,0) =a pour tous les zek. 


Nous supposons que la fonction f possède les premières 
dérivées partielles continues par rapport aux quatre variables. 
En outre, si nous voulons traiter les objets essentiellement 
de troisième classe, nous devons faire la supposition que (5) 
dépend réellement de ag, c’est-à-dire que 
(7) ZE fa, a), dz, 13) FF0.. 

A cause de la continuité, E doit etre un intervalle Ey (de 
longueur différente de zéro) ou se composer de deux intervalles 
séparés (ou tout au plus contigus) E, Ka. 

Nous allons introduire les abréviations suivantes: 


l'(æ, a, B) = f(x, 1, a, 6) 
(8) y(«,a) -l'(x,a,0) = f(x, 1, a, 0) 
| ó(z2,f) =T (x,0, $) = f(x,1,0, f). 


L'équation (3) se transforme pour a, = p~ | en équation: 


(9) T(z, Bo + az Pa + 3 ag By + ag) =T {I (£, as, as), Par Ba} - 


C'est une équation fonctionnelle dans laquelle ne figure 
que la fonction inconnue 7 et le premier problème qui se 
pose consiste dans la détermination de cette fonction. Remar- 
quons de suite, que le traitement de l'équation (3) ne peut 
pas être ramené au problème déjà résolu pour les objets de 
deuxième classe, parce que, pour a; —/f,—0, l'équation (3) se 
transforme en équation 


(10) a, w By, aT By | Ua By, 8% “2 Pa) = FW, a, 42,9), Bry Pas 0%. 


Dans le premier membre de cette équation ne figure pas 
zéro comme quatrième argument. Par conséquent, il serait 
impossible de le ramener à la fonction f(æ,a,a,0). De (9) 
nous obtenons pour a,—f,= 0: 


(11) Ô(æ, Ba | ug) =0{6(@, as), Ba} - 
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Cette equation fut deja traitee par nous dans le premier 
chapitre. Rappelons qu'on y avait une condition supplćmen- 
taire, notamment celle de la non-existence des points singuliers 
de seconde espèce, ce qui excluait d'avance certaines solutions. 
Quant à la résolution de l’équation (11), nous nous bornerons 
d'en énoncer les résultats. Nous désignerons, comme avant, 
par K, le continu entier E dans le cas ou Æ est un seul inter- 
valle, ou un des intervalles K,, E, dans le cas contraire. On 
démontre que E, peut être décomposé d'une manière univoque 
en deux parties séparées A, B: 


(12) E= A-k a 
où À est ouvert, telles que: 


(13) 1) te BD Ü(x,f) = zx pour tous les 5, 
2) qu’à tout intervalle A;, dont se compose À, se rattache 
une fonction y(x) monotone au sens stricte, définie 
dans A;, qui possède la propriété * 


(14) - we ADó(«,8)— Wil B+ wita) |, 


ou Y; désigne la fonction inverse de y. 

II n'est pas exclu qu'un des ensembles A, B puisse étre 
vide. Nous démontrerons même plus tard que c'est B qui est 
vide. Admettons provisoirement l'existence d'un point 2, 
appartenant à B. On aurait dans ce cas pour tous les 
B: f(%,1,0,8) =a. Si nous substituons les valeurs x = £p a, = 1, 
a, =0 dans l'équation (3), on obtient: 


(15) (Los Pry Bas Ba | ag f1) = Ho Pis Hes Pa). 


Le second membre de cette équation ne dépend pas de dą. 
ll s'ensuit que (To, Py, Bas Ba) est indépendant de 6,. A une valeur 
quelconque donnée de veFH, faisons correspondre aj, (tə tela 
que l'on ait: 


(16) f(%, Us Ag, Ag) = V. 


Substituons (16) dans l'équation (3). Nous obtiendrons 


(17) f(x, dy Bas ai By + do Py, u; Ps + da, a, be + ag th) f(x, Pis Ba, Ba) - 
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Nous ferons maintenant varier a, arbitrairement dans la 
dernière identité (a, et a, étant déjà fixés par le choix de x). 
Il en résultera que f sera indépendante de la quatrième va- 
riable ce qui est en désaccord avec (7). Nous avons ainsi dé- 
montré que B est vide et que, par conséquent, E se réduit 
a un seul intervalle ouvert. Nous prouverons ensuite que E>, 
se confond avec l’ensemble entier Æ. Si Von pose dans l'équation 
(3) d'abord a; =8,=0 et ensuite 245,0, on obtient, en 
prenant en considération les notations (8): 


| I(x, (14, Ps) = ð{y(L, az), Pa 
| T(x, Pas 14) pro, 13), Bay 


. 6 BALL 
ce qui, en tenant compte de (14), nous permet d’ecrire 


(18) 


| l'(x,a,f) wyp + pl y(t, a) | =) 

| I(x, a, B) = vis + p(w) k al 
Nous en déduirons l'identité: 

(20) HB y| (ra) j= yf PLE ya) |, al. 


Nous allons maintenant tirer de cette identité quelques 
conclusions. Nous introduirons pour cela la fonction auxiliaire: 


pour web. 


(19) 


(21) G(&,a) = y| y(x, a) | + i 
(20) sera alors équivalent à l'identité 
(22) B rolzazaw| B~ wa) |,aj. 


La dérivation de cette identitć par rapport a a donne 
(23) (x, a) AU p t yla) |, at. 


Le premier membre étant indépendant de 8 et la fonction Ÿ 
étant monotone, on en déduira que cy(c,a) ne dépend pas de 
la première variable a et que, par conséquent, o doit avoir la 
torme suivante: 


(24) o(1,a) = p(x) + q(u). 


18) [i nv a qu'un seul intervalle Ai. L'indice à de Test, par conséquent, 
superflu. 
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La substitution dans (22) donnera 


z 


(25) B+ pla)=p{P[B+ ya) |}. 


Si lon prend la dérivée de deux membres par rapport 
a É on aura 


(26) Le ply p+ plo) |}. ¥ [B+ plo]. 
Si l'on y pose B=0: 
(27) 1= p'{Y[y(@) |} [we | 


et que l’on se rappelle que y est inverse de Y/ on aura 


(28) p (z)zy'(z), d'où 
(29) p(x) = p(x) +a (a est une constante). 


Si l'on pose maintenant 


(30) q(a)— a ; g(a) 
on obtient 
(31) | o(1,au)= v(t) + q(a), 


ce qui donne après la substitution dans la premiere des for- 
mules (19): i 


(32) 1'(2,a,8)=WIB : pla) qla), rek. . 


ha substitution de cette expression de /I'(«,a,8) dans (9) 
nous permettra d'obtenir q(a@): 


VB, 3 a Bat as + pla) + glas + Pa) 
Wie y $ aa + p() + (aa eai | 
| PB, | az | p(w) + g(a) + g(a) 
ll s'ensuit, à cause de la monotonie de la fonction Y, que: 
(34) qla + By) | 3 az Ba = q (a2) + 9(84). 


La dernière équation fonctionnelle est facile à résoudre. 
Après la différentiation par rapport à a, on obtient: 


(35) 4 (do -+ Po) + 3 Ba = q (a), 


(33) 
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ce qui donne pour a,= 0, fa a 
(36) q (a) +3a=q'(0). 
Il en résulte après l'intégration: 
(37) q(a)= — à a + q'(0)a  b (b une constante). 


De (34) découle immédiatement que g(0)—0, ce qui a pour 
conséquence 


(38) b= 0. 
On doit donc avoir: 
(39) q(a)= —ġ a*i c-a, 


où © est écrit a la place de g'(0). Finalement nous arrivons à 


(40) T(2,a,B)= PIB — $a? | cat pla). 
La fonction f doit être maintenant exprimée à laide de la 
fonction I. Dans ce but nous poserons 


(41) u(z,a)= (are, 0, 0). 


Si lon porte u, © az Ba ~ Ba 0 dans (3) on aura pour u 
la relation’ suivante: 


(42) u(a,0,-8,)= pula, w), Ba} 


qui représente précisément notre équation fonctionnelle des 
objets differentiels de premiere classe. Posons dans l’équa- 
tion (3) d’abord 6, —1, a, = a, = 0 et ensuite a, =1, 69 =f} — 0. 
On aura: 

| f(t, a, ai Bay ar Pa) piu (©, ay), Pa, Ba! 

4) | | 
| f(x, By, 42 By, 43 Px) © u ACZ Los Ug), By . 


On en dóduira par des substitutions convenables des va- 
riables: ° 


f(a, a, B,y) =rlu( (x, u), AA 


a” 


A 4 | 
|j a, f,Y) ZACZ A pady - 


a j 
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Nous savons dune de nos recherches antérieures 9) que 
Pon a pour m soit l'identité: 
(45) u(&,a)= x pour tous les ve Ky et a>v, 
soit la formule: 


(16) ve A*, a>0Du(a,a)=©|a:p(2) | 


valable dans un intervalle partiel de K, (nous l’avons désigné 
par A*), où © est une fonction monotone dans A* et o l'inverse 
de cette fonction. 

Nous allons montrer que (45) ne peut pas avor lieu dans 
le cas qui nous occupe à présent. La supposition (45) conduirait, 


à cause de de a l'identité: | i 
(47) r(x, À T 1 )=r (2! 4 2) pour tous les a>0, 
a 
et par suite, a cause de (40), a l'identité: 
r ORKA > p y 3p p | 
4 i > .— = —- — + f? | M p 
A a bd ‘at Eye) a ae’ a pla), 


ce qui présente manifestement une contradiction. (46) doit 
donc subsister. Après l'introduction des abréviations: 


(49) A(u)= y[(u)|,  A(u)= g| F(u) | 


(A est la fonction inverse de 4) nous obtiendrons .de (40), 
(44) et (46) la relation: 


qui doit être satisfaite pour tous les reA*, pour tous les 5 
et y et pour tous les a>0. Nous obtiendrons de la en parti- 
culier (pour f= 0): 


(51) Z+ aja cO) mi (a | al? + v(a) 


Si lon différentie cette relation par rapport a y et que 
lon y pose ensuite y — 0, on aura 


(52) =A {a-a[pte) |} # | (x) |. 
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Fixons maintenant une valeur de © x dans l'intervalle A*, 
On obtiendra alors de (52): 


| 2d 
(53) A (u) = zu pour tous les u>0. 


ou d est une constante 


: | __ *lvl2)| | 


21[y(x)] 4 
On en tire, en intégrant: 
(54) Alu) = S +e (e—une constante). 


On en déduit encore de (49) et (54): 
ae d 
(55) PR) Sie) sk 
Nous affirmons maintenant que 
(56) e= 0. 
En effet, si Von pose dans (50): y = 0, on aura, en difé- 
rentiant par rapport à B et en faisant ensuite B= 0: 


(57) > =A' jaa p(x) | 4'| p(w) |e. 


U 
a 
Si c'était différent de zéro, la dernière relation donnerait 


(58) | == A'la . À| pla) || . | p(x) |, . 


z À edy” «rak! Lal 
ce qui, avec (52), aboutirait a une contradiction E =— pour 
a 


a” 
tous Jes aor], L'égalité (56) se trouve ainsi démontrée, Si 
Fon tient maintenant compte de (55) et (56), on obtient de (44) 
et de (40): i 
3 p” | p(æ) E | 


| y? 
(59) f(r,a,5,y) =P 8 04) gl 
Introduisons a la place de Ÿ une nouvelle fonction ¥/* 


definie par la formule: 


(60) HE(u)="l(u-- e). 
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Dans ce cas on aura pour l'inverse y* de Y*: 
(61) y* (x)= y(x)— e. 


L’équation (59) prendra, par conséquent, la forme suivante: 


Me EL OR, Ye); 
(62) Lure - la» 2a aż | | 


Cette formule subsiste en tout cas pour tous les ze A+, 
pour tous les a>0 et pour tous les $, y. 

Nous affirmons qu'elle l’est aussi pour tous les a <0. Pour 
le démontrer nous poserons: | 


(65) v(æ)= u(x, —1) 

et nous ferous remarquer que les formules (44) ainsi que la 
formule (40), écrite sous la forme: 

(64) P(x, a, B)= "18 — a -+ p*(a)! 


conservent leur sens aussi pour u<0. Si l’on pose dans (44) 
a 1 et si Von compare les résultats obtenus, on aura, en 
prenant en considóration (64): 


(65) wy P = w(x) |= vhs] p + pY(æ) i 


où l’on a écrit pour abreger p au lieu de (— y — 3 p?) et w(x) a la 
place de p*[v(x) |. La relation (65) est une identitć par rapport 


a pet £x. En appliquant aux deux membres de celle-ci l’opé- 
rateur y*, On aura: 


(66) || pro(e)zojF*|p-; yt ||, 

d’où Von tire, en différentiant par rapport à p: 

(67) 1=w' Wt |p ytle) |; Y| pa y*m |. 
Cela donne pour p — 0: 

(68) o'(z) zy* (2), 

ou bien 


(69) (x) = p*(x) jm (m— une constante). 
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Si l'on pose dans (65) p= 0, on obtient, en tenant compte 
de (69): 


(70) Y'* im | p* (a) = (a). 
La fonction v(x) satisfait, comme on le gait 2°), a l’identité: 
(71) v| v(x) | =g. 


Hl s’ensuit de (70) et de (71) que 


(72) >| 2 on + p*(z) | =f, 
d’où | 
(73) mn = 0. 


(70) et (73) donnent 
(74) v(T)=T. e 


D'autre part on a 
"7 21 
(75) u(%,—a)= ula, ajj ię 


I! resulte de (74) et (75) que la formule (62) est valable 
pour tous les a +0, pour tous les B et y et les ce A*. 

Nous sommes maintenant à meme de démontrer que len- 
semble E doit être d'un seul tenant. Supposons le contraire, 
c'est à dire que E ne soit pas d'un seul tenant. Désignons 
par 14, Tą, £3 trois points tels que x, e A*, x, € E, £3 ~ e E, x; étant 
a l’intérieur de l'intervalle (2,, 14). Il résulte, de la définition 
même de l’objet géométrique, qu'il existe trois nombres 
aos Pos Yo tels que 
jak n= wefr BA, VC 
dy 2 tly Ly 

On peut supposer que aps >0, car dans le cas contraire, 
ou pourrait. remplacer le système de trois nombres (ag; Bo; Yo) 


par (-—a, Bo; — Yo). D'autre part, nous avons 
(77) fig," 1, 0,.0)— 25 


20) 1, c. 11), équation (22), 
21) ], e. 11), l'équation (66). 
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Comme il est possible de passer d’une manière continue 
du système (1,0,0) au système (a 9,8 9,75) et Comme d'autre 
part la fonction continue f peut atteindre chaque valeur com- 
prise entre q, et «cą, et par conséquent aussi z4, On arrive 4 une 
contradiction avec la supposition de tout à l'heure (a> 0), 
E doit donc se réduire à l'intervalle E. 11 nous reste à montrer 
que la formule (62) est applicable non seulement à tous les x 
de A* mais aussi à tous les x de l'intervalle Ep. Dans ce but, 
remarquons d’abord que l'intervalle E, renferme juste un 
point singulier de la fonction u(æ,a), c'est-à-dire celui pour 
lequel 
(+8) (Ty, a) =Œ I, pour tous les a. 

En effet, si ro est sur la frontière de l'intervalle A*, tout 


en étant à l'intérieur de l'intervalle £,, nous aurons à cause 
de la continuité: 


(79) lim p(x, a) = lim ¥* 
X> No Po 


PIO] pape 
a | a j 


Ni «, est un point singulier de la fonction u, on en concluera 
que: ; 


(30) p* (£o) = 0 


et réciproquement. L'ensemble de valeurs de y* étant linter- 
valle (— co, + co), il en résulte que E, renferme juste un 
nombre æ, possédant la propriété (80). Il en résulte que K, 
se compose de deux intervalles contigus A* et A** 22), Dans 
le second de ces intervalles A** est valable la formule analogue 
a celle de (62): 

A” *k( xy 
(81) jina p p= pre |e _ + 


TE papi le Maj, 


où W**, comme Ÿ* est déterminé par la relation 
(82) p**(u)=W"lu--€),  € est une constante 


(notons que ¥(u) est détini pour u quelconque). Pour r= x, 
les deux formules (62) et (81) doivent concorder. Il s'ensuit 


22) 1. Crs). 


Rocznik Pol. Tow. Malem. T. XIX. 3 
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que y**(x,) = 0 et, par conséquent Y**=Y*, Notre question 
est ainsi complétement résolue. 
Réunissons maintenant les résultats que nous avons obtenus. 
Les objets simples” de troisième classe (essentiellement 
troisième) ont la formule de transformation: 


en 111 ‘ "1 = 23 
gy” 3p"? @ |? 


O, eco de AA ; 
i “oF 26% (WY | 


Tous les autres objets sont (sous certaines conditions de regu- 
larite simples, que nous avons precisés plus haut) les fonctions 
monotones au sens strict des objets simples. Ils obéissent alors 
a la formule de transformation swivante: 


(84) a YIP PO ee 

Ur’ 2p’) (pI 
ou West une fonction monotone définie partout et y la fonction 
inverse de Y. 

Comme a la fin du premier chapitre, nous pouvons mainte- 
nant poser la question sur l'interprétation géométrique des 
objets simples de troisième classe. Malheureusement, aucune 
analogie n'apparait plus. Nous allons nous oceuper de cette 
question dans un de nos prochains travaux dans lequel nous 
voulons traiter la question de la possibilitć de dćterminer une 
dérivée covariante pour les objets de deuxième classe. Dans 
une autre de nos futures recherches nous montrerons qu'il 
ne peut y avoir des objets différentiels purs de la classe supé- 
rieure à la troisième. 

En terminant, nous remarquons encore une fois, que les 
formules qui se trouvent dans l'ouvrage de M. CARTAN, que 
nous avons cité plus haut, concordent avec nos formules de 
transformations des objets simples de deuxième et de troisième 
classe (pages 233 et 267). Le résultat principal du présent 


— LĄ nn Es =. = se Z z z 


23) L’equation (83) pent être encore écrite comme suit: 
PR \ 

R= y- 2:4 SIP) |» 

CNE, “+ 


où N(g) désigne la: dérivée de Sehwarz de la fonction o. 
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travail consiste, a notre avis, dans ce que, moyennant certalnes 
suppositions de régularité, peu restrictives, nous sommes par- 
venus à déterminer tows les objets différentiels. Le fait tres 
remarquable est que la variété des objets de premiere classe 
est plus riche que celle des objets de deux classes supérieures. 
Les grandeurs ,,W” et les objets W de SCHOUTEN °$) ne se trou- 
vent plus parmi les objets de deuxième et de troisième classe, 


4) 1. c, *) 


qe 


NOUVELLES METHODES DE RECHERCHE POUR LA 
DETERMINATION DES INTEGRALES DES EQUATIONS 
LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES 


Par MAURO PICONE, Rome *) 


J'ai tout récemment démontré, dans une note!) insérée 
dans les comptes-rendus de l’Académie Roy. des Lincei, un 
théorème de croissance, concernant la transfomée de LAPLACE 
4 intervalle d'intégration fini. Le theoreme est le suivant. 

I. Soit f(t) une fonction, réelle ou complexe, de la variable 
réelle t, sommable dans l'intervalle fini (0,T) (T>0). Si on a dé- 
finitivement, lorsque le paramètre (réel) À tend vers + o, 

AE 
ar fe atf(t)dt |< Kae, 


0 


K et p étant deux constantes réelles, f(t) est nulle presque partout 
dans l'intervalle (0,7). 
J'ai introduit avec succès la fonction 
7 

fe “ro, 

ó 
évidemment entière de À pour le calcul de la solution de certains 
problèmes concernant les équations linéaires aux dérivées par- 
tielles. J'ai appelé cette fonction „transformée de Laplace 
de f(t), à intervalle d'intégration fini”, en la opposant à la trans- 


*) Conférence faite, le 25 Avril, à la Section cracovienne de lu Société 
Polonaise de Mathématique et, le 28 Avril 1939, à la Section varsovienne. 

1) Picone, Nuove determinazioni per gl'integrali delle equazioni lincari 
a derivate parziali. Rendiconti della R. Aceademia Nazionale dei Lincei 
dicembre (1938, XVID), v. 23, s. 6*, pp. 339—348. 
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formée usuelle 


oo 


| f © Adh, 


dont l'introduction exige des hypothèses particulières sur 
l'allure de la fonction f(t) à l'infini et qui n’est pas, en général, 
une fonction entière de 2. 

En utilisant le théorème de croissance énoncé, cette trans- 
formée donne des méthodes nouvelles et puissantes de recherche 
pour la théorie de certaines équations linéaires aux dérivées 
partielles très générales, ainsi que lai montré dans la note 
citée aux Lincei, à propos des équations en r+ 1 variables 
indépendantes £i, Loz... Er l, 


n JE 1,7 


)2 Di =) alu 
N'/ e T ME ) a | 
"a = Pa + b Či u M A ocs 4ł „I 
A at Nk PAPA ot! A Wain OL) ay te Al 1 2 "7 hs 
U h.k 3 h 


du second ordre par rapport aux variables 2,,7,...,0, et d'ordre 
n par rapport à t. Les coefficients sont des fonctions arbitraires, 
dépendant seulement des variables 7,,22,...,2,. 

Je me propose, à présent, de revenir sur ces méthodes, 
en considérant des équations de deux variables réelles z, t, 
du type 


(1) Elu]= 2 + à > TAC) ag = f(a, t), 
z a = 


x étant variable dans un intervalle ouvert / fini ou infini, 
d’extremes Tia, et pour ¢>0. Les coefficients a,,(r) sont 
des fonctions données de x, continues en I. 

Si g(x) est une fonction positive dans I, nous désignerons 
par J(g) l’ensemble des points du plan (x,t), tels que z est 
dans J et O=t=g(x). Nous dirons qu’une fonction des deux 
'ariables x,t est régulière par rapport à l'équation (1) dans 
un ensemble J(g), si elle est finie et continue en J(g), avec 
toutes ses dérivées partielles qui se présentent dans l'équation 
et toutes celles qui en peuvent être déduites de celles-ci par 
dérivation. Nous devrons chercher exclusivement, dans nos 
problèmes, des solutions de (1) dans un ensemble J(g), qui 
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soient régulières par rapport a l'équation considérée. Nous 
les appellerons, tout simplement, solutions régulières de (1). 
Nous nous donnerons en outre, presque toujours, les n condi- 
tions initiales pour la fonction u: 


OT 
(2) Oye = g;(t), (8=0, 1,...,n—1); 
EU jt=0 f 
T Ortsy Me 
Alors, si la dérivée TF OU, Une autre dérivée successive 
cw © 


à celle-ci, se présente en (1), et si la fonction f(x,t) est continue 
elle aussi lorsque x varie en I et t >0, le problème aura évidem- 
ment une solution seulement a condition que les g,(z) soient 
l'y, 
dict’ 

Nous demanderons, en outre, que la solution u appartienne 
à une totalité donnée J’ de fonctions. Soit Jb la totalité de 
fonctions, contenant la constante zéro et toutes les differences 
de deux fonctions arbitraires de J’.e¢Le théorème d’unicité 
pour le probleme considéré sera démontre, lorsqu'on aura 
prouvé qu'une solution régulière de l'équation homogène ` 


continues en J avec toutes ses dérivées 


m n 
s ' ’ rs u 
(1°) Elu]= > » anle) id, 
i do ox, ot 
r=0 s=u 
vérifiant les conditions initiales homogènes 
Os u | 
(29) Fal T w0 (s — 0, 1,..., n—1)*), 
c 


et appartenant à la classe Jo, doit nécessairement être égale 
à ZÉro 


1. Un théorème général d'unicité. Soit T(x) une fonc- 
tion de x, positive en I, régulière par PU a Pequation 
(1). On dédiNt de (1), pour z en Z, 


n T Tix) 


ge s s IFE 4 l 
(3) S Sea J ATOM TU ay F eA TH) —Af( ar, t) dt. 
— — © 
U 0 


wrt or 


—-—>>>—>m— 


2) Ici et dans la KRS si. nous désignons par (N) une E nous 
désignons par (No) l'équation qu'on en obtient, en substituant le second 
membre par zéro. 
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Les intégrations par parties convenables, donnent successi- 


vement pour s21, en tenant compte des (2) et en supposant 
la u régulière eh J(T), 


T 
i Arts u 
À TN wes 
fe 53% dt — 


r-+-s—1—o y 1" 
i ‘eT 2 o u AT $ ( Ter rs 
As Lo > À Ę z" zamach Ta) f 4 RW 0? 
0 g S 
et la (3) fournit par conséquent . 
(4) \ Ż anta fara M dl = %0-1(0,4) + Dai (254) + 
r=) se=0 
+ 7% (a, A). 
M RL Adal’ n—1 
2 Y Yi OT v Tr 
MA 4), 2 2 ele ue Ar, o+ A 
r=0 s=0 G—=8 


est. une fonction inconnue de v, continue en J, et un polynome 
de 4 du degré n—1 au plus, dépendant d'une façon bien connue 
de u et d'un certain nombre de dérivées partielles de u (les 
dérivations par rapport à t étant en nombre de n— 1 au plus) 
calculées pour t= T(x).s 


m nl nl 


| vd Pp p ’ A: 
©n_—4(7, À) e* Re D> Dy dla’ >. dr, c-H1 "on 
r- mr 8 =0 a-=s 


est une fonction donnée de x, continue en J, et un polynome 
de À du degré n—1 au plus. Enfin 


T(x) 
f* (1,4) J eena. 
Posons maintenant 
T(x) 
(5) Jer u(æ,t) dt = u*(æ, A), 
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et dérivons successivement cette identité 7 fois par rapport 
a æ, ce qui donne 


| A 
: po OU > dk u* 2 à 
(6) far = Je, gee FT (a ah 


0 


Les O,, 2(@,A) sont des fonctions déterminées et bien 
connues de x et de A, continues pour x en J, et polynomes 
de A, du degré r —k au plus, dépendantes exclusivement de T(x); 
les U, (7,2) sont des fonctions inconnues, continues pour z 
en I et polynomes en 2 de degré r—1 au plus qui s'expriment 
par T(x), par u(x, T) et par un certain nombre de dérivées 
partielles de u(x, T), calculées pour t = T(x). On a 


Oo = Le 


O, "HLZ 
6,,—(,) (272— AT"), 


One a (3) (pr SAA gha 


Si on prend pour T(x) une constante, on a évidemment 
O,,=0, pour s> 1, et U, ,=0. 
Posons U_;=0 et introduisons (6) en (4). On trouve 


D à n i m 

U ’ ’ 

2" y y ars O; r=k "FE ax HT ogi > As Ż ara Ur | Dni | r. 
s=0 r=0 


r=0 k=0 


De sorte que la transformée u* de u, définie par (5), qui 
sera encore appelé transformée de Laplace” de u, doit satis- 
faire à l'équation différentielle ordinaire d'ordre m suivante: 


dtu” 


pry V (a, 4) + ©,_;(«,2) + f(x, À), 


(7) PZNE À) 


k= 0 
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avec 


m 


A (x, À) > AS iy Ops LO, pat (®, À), 


Z 


s=0 r=;k 


n ni 
F(r,4) e apie A) > * > ir (YU 7 1(2, 2). 

i s-0 rv 
Chaque cocfficient 4,(x,4) dans (7) est une fonction bien 
connue, continue pour x en J, et un polynome en A du degré 
nmk au plus. Chaque 4,(x,2) depend de T(x) et des coeffi- 
cients a,,(x) de (1). La fonction inconnue F(x,2) est continue 
pour x en I et un polynome en 2 du degré n + m—1 au plus; 
elle a une expression bien connue contenant (x), les coeffi- 
cients de (1), u(x, T) et un certain nombre de dérivées partielles 

de u(x,t), calculées pour t= T(x). 

Cela étant, observons que, pour toute solution de (10) 
vérifiant (20), on a Q,_, =f*=0. Nous pouvons done ćnoncer' 

le théorème général d'unicité suivant: 


II. Supposons qu'il soit possible de déterminer une fonction 
T(x), régulière et positive en I, satisfaisant à la condition suivante. 
Si u est une solution quelconque de (10), régulière en J(T), véri- 
fiant les conditions initiales (20) et appartenant a la totalite 1%, 
sa transformée u* satisfait en I , eh tenant compte de l'équation 


(à) > Ay (wv, À) ra = V(x, À), 


a une limitation telle que 
e 
(9) [u* (x, A)| < K (x) HO, 


tout au moins pour les valeurs de A positives et suffisamment élevées, 
A(x) et p(x) étant des fonctions réelles et finies de x. Alors, dans 
ensemble J(T) du plan (a, t), lieu des points tels que 


vesten i, “O<t< F(a), 


il ne peut exister plus qu'une solution régulière de (1), vérifiant 
(2) et appartenant à la totalité T. 
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En effet, (9) c'est-a-dire 
T(x) 
eA T(x) f e żtu(«,t) dt 


0 


< K(x) APO, 


étant définitivement vérifiée pour À—00, on en déduit du thé- 
oreme J, pour chaque point x de J, 


“u(r, t)=0, pour 0 EI LT (x). 


2. Un théorème général d’unicité pour les équations du 
second ordre, D'après le théorème énoncé, celui d'unicitć 
pour l'équation aux dérivées partielles (1), d'ordre m+n, 
vient donc à dépendre de la possibilité de parvenir, pour 
la solution u* de l'équation différentielle (3), ordinaire d'ordre 
m, à une formule de majoration du type (9). On voit. bien 
la grande portée du résultat ainsi obtenu, le terme majorant 
dans (9) étant une puissance de 2, d'accord avec le fait que 
les coefficients et le terme connu de (8) sont des polynomes 
de 2. Nous le reconnaîtrons parfaitement, en considérant 
le cas particulier de l'équation du second ordre: 


32, 32, 92. 7 Fi 
otu ou Cu CET Ou 
(10) as - + 2 yy + gs 255 +4 +a + dgo U = f(a, t 
) 20 J 72 Ut 57 Ot 02 372 | "1077 0134 00 f( st), 


dont l’équation (7) correspondante est 
l | 


d? u* FU 
zm ! j 3 3 x 7 i 
(1 1) (20 dx? A(z, 4) dx iz A(T, À) Hi : if (£, À) + 
+ De, A) + f*(z, À), 
avec m 


A, (@, A) = wo (01 — zy FT’) A, 
AT, A) = too + (Agr — tio L'— deg FP") À -+ (a> MONTE dy, py) 42, 
Pr, A) = KOT + Lan Yo + (dort ao TA CE 


et, en posant 


u(x, T)—=XG(x), u(x, T) =A,(r), 
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avec 


F(x, A) = — | Gm — ao P— ay T°" (age — ŻA, T" + a, LP") A | Xo — 


(12) 
— 2 (Gy) — az T") X, — (492— 2an T'~— ay L'?) X,. 


Nous y voyons apparaître l'expression ag99— 244,71" | 431"? 
qui, égalée à zéro, donne l'équation différentielle des caracté- 
ristiques de l’équation (10). 

Maintenant, pour les solutions régulières d'une équation 
différentielle linéaire ordinaire du second ordre 


| du 
(13) A(x) de + aix) dy + (7) u =t (£), 


u coefficients partout finis dans l'intervalle Z(2,, £a), on peut 
affirmer, par exemple, le thćoreme de majoration suivant. 


III. Soient „et M deux nombres positifs tels que, dans l'in- 
tervalle I, 


(14) a(t) >0, a(s) <— n, |v(x)| <M, 
ou | 
(15) do(©)=0, a(x) >u, |v) < M. 


Toute solution u, régulière en I, de l'équation (12), vérifiant 
les conditions 


lim u(x) — lim u(x) = 0, 
>y, NA; 
est telle que 
| „M 
(16) u(x)! < , 
ff 


en I, 
En effet, si a(x) prend au point é le minimum et au point 7 
le maximum de ses valeurs en 7, on déduit de (13) et (14) 


alé) u (E) <V(E), an) u(n) S vln), 


done 


| v(7)) 
SE) seda ST 
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et, de (13) et (15), 


Cela étant, nous voulons considérer, pour l'équation (10), 
les problèmes d'intégration suivants: 


Problème A. Les coefficients de (10) soient continus dans 
l'intervalle fini et fermé I + FI. Soit T(x) une fonction de classe C7?) 
en I+-FI et positive en I. Posons T(x) = ti (= 1,2). Dans 
chaque intervalle fermé (0,t,), soit donnée une fonction u,(t) con- 
tinue et soit t; => 0. Si l'est la totalité des fonctions de la classe C’ 
en J(T)--FJ(T), satisfaisant aux conditions 


| (a, t)= wat), się>0, pour UKi<Ł, 


17 
ir u(t), slt,>0, pour OKi<hb, 


on se propose de construire une solution de (10), régulière en J(T), 
appartenant à I’ et vérifiant les conditions initiales 


(18) u(r,0)= gr), 440,0) = g(x). 
Problème B. Dans les hypothèses et dans la classe I’ consi- 


dćrees pour le problème precedent, soit agl) =0. L'équation (10) 
"s'écrit alors 


Ao y2 4 3 
cu Pu ou ou 
(19) dy = + 2a — + ho +a + dont = fla, I 
20 © 72 11 or ot 10 ar ot ot 00 f ) 


(P(r, A) (2 dy Po — dy Po) "rz 


On demande la construction d'une solution de cette équation, 
régulière en J(T), appartenant a l et vérifiant la condition 
initiale 


pa 
(20) OM an + lo, U Yx). 


3) Æ étant un ensemble dans Pespace (£i, Las... 2r) NOUS disons qu’une 
fonction f(x, £a... x) eat de la classe C™ en E, si elle est continue en Æ 
avec ses dérivées partielles jusqu'à celles d'ordre n incluses, 
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La totalité J) est formée par toutes les fonctions de la. 
classe C’ en J(T)+ FJ(T), satisfaisant aux conditions 


[u(r,t)= 0, si ły>0, pour OZ t= 4, 


ER : 
pag | (ms D— 0, s1ł4>0, pour DE t LA. 

Soit dans le probleme A comme dans le problème B, si u*(æ, À) 
est la transformée d'une solution régulière u(x,t) de (10,) ou 
de (19,), vérifiant les conditions initiales (18,) ou (20,), cette 
transformée résulte, pour chaque valeur de A 
l'équation 


, solution de 


dr? W 


1] existe un nombre positif A tel qu'il résulte définitivement, 
pour A ! co, 
IF, 2) <A; 
et on a, en outre, 
lim u*(x,2) = lim u*(r,4)=0, 


AD x \ + Vy 


a 
ai 


car dans l'intégrale (5) la fonction. à intégrer est nulle lorsque 
T(x) >0 et l'intervalle d'intégration est nul lorsque T(x) - 0. 
On en déduit du théorème LIT que, si „ est un certain nombre 
positif et si lon a définitivement en J, pour A+ | co, 


„A |Ao(r,A)S—u, pour azo(t)>0 en 1, 
R ||A(z,ż)|>u, pour ag(r)=z0 en I, 
alors 
K 
u*(x, À) Sn A, 


done (thćor. 1) u(x, t)=0 en J(T). Le théorème suivant d'uni- 
citć est ainsi dćmontrć: 


IV. Si, u étant un nombre positif, l'une ou l'autre des (22) 
est verifice en I, pour A— + co, le problème À d'intégration pour 
l'équation (10) et le problème B pour (19), n'ont plus qu'une 
solution. 
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On voit que ni l’une ni l’autre des relations (22) peut se 
vérifier, si l'équation (10) est elliptique pour certaines valeurs 
de I. 

En effet si, pour un certain £, On a agyday— 4n >0, la rela- 
tion ag © est impossible et, si ago > 0, on aura toujours 


(log 2 ay, Ti +. zg? = (), 


donc 


lim A,(a@,4)= + o. 
Ac 


Le théorème d'unicitć ne peut donc pas s'appliquer aux 
équations elliptiques. Pour en déduire certains corollaires, 
en supposant toujours Ag (L)>0 en 1, nous pourrons done nous 
borner à considérer les cas suivants: 

1" cas. L’équation (10) est hyperbolique - parabolique, 
c'est-à-dire on a, en T, 

Mog Agen Z 0). 

2ème cas. L’équation (10) est totalement ,hyperholique 

c'est-à-dire on a, en I + FI, 
À 2 
Ag Ago du < O. 

3me cas. L’équation (10) est totalement parabolique 

c'est-à-dire on a, en J, 
day, Ago dy, = 0. 

{éme cas, L’équation (10) est du premier ordre, c'est- 

à-dire on a, en Z, 


Ay, = Ay = Un =O. 


3. Equations hyperboliques-paraboliques. Posons 7(z)==z, 
z étant une constante positive. Ou a alors 


A2, A) = doot A A+ aoh’, 
donc: 
V. Si apl) <0 en I+ FI, pour T(x)=rt (constante posi- 


tive) W n'existe plus qu'une solution du problème A dans le 
rectangle J(t) +H EJ(r). Si ag(v) =O et ag (®)<0, où bien 
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Aqo(T) = Ay (L) = 0, 499 <0, en LL, W ne peut exister plus 
qu'une solution du problème B dans le même rectangle. 


4. Équations totalement hyperboliques. Supposons en pre- 
mier lieu a,(x)>0 en J FI. Soient a(x), f(x) les deux 
racines (réelles et distinctes) de l'équation du second degré 
en T: 


(ly L'?— 24, L + ago = 0. 


Soit toujours a(x) la plus petite de ces deux racines. Les 
deux fonctions a(x), B(x) sont finies et continues en J 4 FI. 
Lorsque le point (£o, tọ) variedanslademi-bande $S(r,= £< @5,t >0), 
les deux courbes respectivement d'équations 

Š + 
1=1+ f aede, t= to+ f MEd, 
x z 

parcourent le système doublement infini des caractéristiques 
de l’équation (10). Désignons par (a) le système parcouru 
par la première courbe, par (f) celui parcouru par la deuxième. 
Deux courbes de même système (a) ou du même système (f) 
ne se rencontrent évidemment pas, et une courbe appartenant 
à un de ces systèmes, ne peut avoir plus qu’un point commun 
avec une courbe quelconque appartenant à l'autre système, 
Maintenant donnons nous les deux points P(x, Tı) et P(X, To) 
sur la frontière de la demi-bande S. La caractèristique du sy- 
steme (5) passant par P, rencontrera la caractéristique du sy- 
steme (a) passant par P,, en un point Pollo, tę) intérieur à N, 
si et seulement si on a 


A» 


(23) J a(x) dr < Tą Ty < et A(x) dx. 


Cette condition ćtant satisfaite, posons 


> 
y(t) = Tı + LOLI pour t< © < %, 
X; i 


y(x) = = a($)d$, pour mi X< t, 


et supposons 


(24) MD Ô „pów. EE TA, 


48 MAURO PICONE 


(ce qui arrivera certainement sil est toujours g(z)>0 et 
a(z)-< 0). Le domaine J(y) + FJ(y) sera limité (voir les fig. 1, 
2 et 3) par les deux caractóristiques indiquées, qui passent 
par P, et P, et par les droites x = £, c at 0. Cela étant, 
on peut démontrer le théorème suivant: 


VI. Deux quantités ty et Tę vérifiant les (23) et (24), soient 
arbitrairement données. Soit I' la totalité des fonctions de la 
classe © dans le domaine D = J(y) + FJ(y), satisfaisant aux 
conditions 


| ufti, t) = u(t), SI >0, pour OSES T, 


29 
a | u(Tą, t) = ualt), SI 7>0, pour U<t <T. 


Il ne peut exister plus qu'une solution de la (10), régulière 
en J(y), appartenant a la totalité I' et vérifiant les conditions 
initiales (18) *). 

*) La ligne marquée par laquelle, dans les figures | et 2, sont traces 
les segments verticaux le long de la frontière de S, signifie que tels segments 
portent une donnée de la solution et une seule, La double-ligne marquée 
par laquelle, dans les figures |, 2 et 3, sont tracés les segments horizontaux 
le long de la frontière de S, signifie que tela segments portent deux données 
de la solution et deux seules, 


a 
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Soit u(x,t) une solution régulière de la (10), appartenant 
à la totalité J et vérifiant les conditions initiales (18,). Je 
dis qu'il est u(z*, t*) = 0, quel que soit le point (c*, t*) intérieur 
à D. En effet, si par exemple 7, > 0 et 7, > 0, il est possible 
de construire une courbe t= T(x) (voir fig. 1) pour laquelle 
la fonction T(x) soit de la classe ©” en I+ FI et satisfasse les 
conditions suivantes: elle soit positive en J, soit 
(26) dys ZT + dy, Lo, 
en J- FI, c'est-à-dire 

alx) < T'(x) <f(x), 
et l’on uit 
,=>T(m)Lq, let) LT, T(i*)>t*. 


Relativement au domaine J(T) + FJ(T), les hypothèses du 
théorème IV d'unicitć pour le problème À concernant la fonction 
T(x), sont évidemment vérifiées. On a done «u(x,t) = 0 en ce 
domaine et pourtant u(x*,t*) = 0. De même, en ayant recours 
au théorème d'unicitć IV pour le probleme B, on démontre 
que : 


VII. Si ago(7) = 0 et si (23) et (24) sont vérifiées, il ne peut 
exister plus qu'une solution de (19), régulière en J(y), appartenant 
a la classe I' considérée au theor. précédent, et vérifiant la con- 
dition initiale (20). 

Si a(x) = 0, on aura toujours a,,(z)+-0 et si, par exemple, 
a,,(c)>0, les caractéristiques (a) sont des droites horizontales, 
les conditions (23) et (24) se réduisent aux suivantes 


+, 


tu (7 
() ~~ To : Ti m . 2 f dy (2) dt, Tą >. 0, 
J pl) 


et leldomaine D=J(y) 4 FJ(y) a une des formes représentées 
par les figg. 4 et 0. 


Fig. 4.  (au=0, an >0)  Fig.5. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 4 
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Si 


Xi 


To— Ti = il a(æ)dx et y(x) =t fates >o, pour M <LT< Ts, 
ou 


n=n= f Blade et y.(v7) = nt f pE)de>o, pour T< T< Lo) 


il est facile de démontrer que les théorèmes V et VII, où l’on 
pose, au lieu du domaine D, dans le premier cas, le domaine 
J(y,) 1 FJ(3,), dans le deuxième cas, le domaine J (ya) | Fd (yo), 
sont encore valables. 

Soit a»(x)=0. Étant alors an+ 0 en I+ FI, en divisant 
les deux membres de l’équation (10) par 2a, on peut supposer 
qu'il soit 2a,,= 1. Nous aurons 


2 | > "= 
A (0, A) = ago + (A —4g2 T) A+ (Ag. T°) À, 
et, par conséquent, le théorème qui suit: 


VIII. Etant donnee la quantité non negative t, s'il est 
y 
y(x) =t+ J A (E)dé>0, pour ay < z <q, 


et l'est la totalité des fonctions de la classe C’. dans le domaine 
D =J(y)--FJ(y), satisfaisant à l'unique condition (éventuelle) 


W(X, t) = u(t), si T>0, pour O<i<r, 


al ne peut exister plus qu'une solution de l'équation 


cu Qu | Ou Ou 


(27) Jr Ot Mog ap | “10 57, 


régulière en J(y), appartenant a la totalité I et vérifiant les 
conditions initiales (18). 

Soit u(x,t) une solution de la (27), régulière, appartenant 
à lu classe J, et vérifiant (18,). Je dis qu'il est u(a*,t*) = 0, 
quel que soit le point P*(a*, t*) intérieur à D. En effet s'il est, 
par exemple, t> 0, il est possible de construire une courbe 
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t— T(x) (voir fig. 6) pour laquelle T(x) soit de la classe C” 
en 1+ 1 *), positive en J et telle que 
T'(1) <ag(Tt) en I-+-FI, 
BE FARTA ty OE (2) OL Ta) Et. 
Relativement au domaine J(T)+ FJ(T), les hypotheses du 


théorème IV d'unicitć pour le problème À sont vérifiées et 
l'on a pourtant u(a*,t*)=0. 


= 


Fig. 6. Fig. 7. 


Si aọ(x£)=0, on a nécessairement 7>60 et le domaine D 
est rectangulaire: ses points extrêmes sont (4,0), (2,7). On 
retombe ainsi dans le théorème bien connu: 


= 


IX. Il ne peut exister dans le domaine rectangulaire D, aux 
points extremes (1,,0) et (xa, T) (voir fig. 7), plus qu'une so- 
lution de l'équation 


Iu Ou Ju 
anol ZE oz t da zy T doo U= f(x, t), 


régulière en J(y), appartenant à la classe I, considérée dans le 
théorème précédent, et vérifiant l'unique condition initiale (20). 


- 


5. Equations totalement paraboliques, Supposons, en pre- 
mier lieu, qu'il soit 4292) > 0 en chaque point de I + FI. 

= Nous pourrons nous limiter à considérer le cas où l’on 
a identiquement a(x) = 1. Alors, supposant que la (10) soit 


*) Il serait suffisant, dans le cas actuel, de supposer T(x) de la classe C’. 
4* 
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totalement parabolique, on peut écrire 


92 92 2 +, 
224 u u Tu 
28) zda ąz a SE gacie ag, RE À 
pa | aed | 
#3) © x? On dt Qu. Oe ee On “a Kz, t), 


avec ay =a, et l’on a 
A(z, A) = ayy i 2(a — T’) À, 
At, A) = ago + (tn — a T'— TP") A + (a —T'}Ÿ À, 
V(x, À) J wr [ao — Aio T 101 (a = A] X (2) wg 
— 2(a —T') X, (z) — (a — T'Y X,(x). 
La premiere des (22) sera donc valable, seulement s'il est 
T'= a en I -FI, et par conséquent: 
AlL, À) =ar, AlL, À) = 450 + (ao — 419 4 —U')A, 
F(«©,4) = — (ao a108 ~ a) X (2). 
Il suit le théorème: , 


X. Soit a(x) de la classe Ć' en I --FI. Ayant posé 


(29) T(aj=t + fads, 


aż 
x, 


s'il est T(a)>0 en I, et 
dy — HoR—A<LU," 


OU 


en I+ FI, le problème À d'intégration pour (28), ou le probléme B 
lorsque a(x)=0, ne peuvent posséder plus qu'une solution. 


Mais, pour T'= a, ag — 492 —a' EV, il résulte: 
Aux, A)= 0,05" Ant; A) = ao, F(z, A=. 

On a donc le théorème: 

XI. La fonction T(x), positive en I, étant définie par (29), 


soil 
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en I. Ki Vunité n'est pas une valeur exceptionnelle du paramètre v 
pour les équations 


dP u* du* 


dr? T Go ur +vagou* =0, u*(z,)=u*(c)=0,' 


le problème A d'intégration pour (28) ne peut posséder plus 
qu'une solution. 
Soit, en second lieu, @(%) =0. L'ćquation (10) s'écrit alors 


LR du du 


» 


et on a le théorème: 


XII. S'il est toujours ag.(x) +0 en I, il ne peut exister, dans 
la demi-bande S(a, <x < 2, t>0), plus qu'une solution de (30), 
de la classe C en K, régulière en J(+ co) et vérifiant les conditions 
initiales (18). 

Solent u(x,t) une solution régulière de (30,), de la classe C 
en Ś, vérifiant les conditions initiales (18,), et P*(x*,t*) un 
point arbitraire intérieur à S. Je dis que u(a*,t*) = 0. 

En effet, si l'(x,,x;) est un intervalle intérieur à I et con- 
tenant le point 2* à son intérieur, il est possible de construire 
une courbe t= T(x) (voir fig. 8) telle que la fonction 


[142 


T(x) soit de la classe C” en I +FI' et que l’on ait 


T(x,)=0, T(%:)=0, T(z)> 0, pour a, < x <a, 
MNE I. 
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Pour le domaine J'(T)+ FJ'(T), les hypothèses du théo- 
rème IV d'unicitć relativement au problème À d'intégration 
de l'équation (30), sont vérifiées. On a donc u(x,t) =O en ce 
domaine, done u(x*, t*) =0. 


6. Equations du premier ordre. Considérons l'équation 


OU D Te ERA 
(31) zg TAL) zę + br) u — f(x, t). 


Pour une solution de (31,), régulière, vérifiant la condition 
(20,), la transformée u* est une solution de l'équation: 


du” 


—— + 


dz bey (a —1") alu —(a—T') X,(2). 


Done, pour T= a, on aura u*= 0, si, u* étant de la classe © 
en I + FI, il soit par exemple u*(a,) =0. On en déduit le théorème 
bien connu suivant. 


XIII. Posons 


Ta) = t, | f ale) dé. 


Si T(x) > 0 pour x, <T< 1, il ne peut exister, dans le domaine 
D = J(T) + FJ(T), plus qu'une solution de (31), régulière en JT), 
de la classe C en D, vérifiant les conditions: 


u(x t) =u (t), sit, > 0 pour 0=łŁ<4, 
jaw) = Y (a). 


4. L’intervalle (x, £a) est infini. Nous indiquerons mainte- 
nant brievement quelques theoremes, qui s’en déduisent tout 
a fait rapidement des précédents, concernant les problemes 
d'intégration A ou B pour l’équation (10), dans le cas où l'in- 
tervalle (x,, £a) est infini. Nous démontrerons premièrement le 
théoreme suivant: 


XIV. Soit I l'intervalle (x,, + 00), et y soient a, (x2) >0, 
A(T) Agg(X)— dx) <0 et .soit encore l'intégrale divergente, prise 
dans l'intervalle I, de la plus petite racine a(x) de l'équation 


EL 
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(32) do, T'?— 2a, {RE Co = 0, 


et précisément soit 
(33) J a(x) dx = — oo, 


x, 


Si, pour une certaine quantité non negative T, on a 


y(x) = q + feou >0, pour a>4,, 


et l'est la totalité des fonctions de la classe C’, définies dans 
le domaine D =J(y)+FJ(y), et satisfaisant à la condition 
(eventuelle ) 


Ulti t) = ult), st Ty>0, pour OS ter; 


alors il ne peut exister plus d'une solution de la (10), reguliere 
dans J(y), appartenant a la totalité I' et vérifiant les conditions 
initiales (18). 

Soit u(x,t) une solution de la (10%), reguliere dans J(y)s 
appartenant à la totalité I, et vérifiant les conditions ini- 
tiales (18,). J'affirme que quel que soit le point P*(2*, t*), 
intérieur à D, on a u(x*,t*)= 0. Prenons sur la caractéristique 
t= y(x) du système (8), ménée par le point (2, Ti), le point Po 
d'abscisse x* et faisons passer par P, la caractéristique du 
système (a), laquelle, à cause de la (33), rencontrera surement 
laxe de c. On conclut, en s'appuyant sur le théorème VI, 
que u(x,t)=0 dans le domaine limité par les deux caractéri- 
stiques considérées et par les droites æ—#x,, t — 0, et done, 
aussi, ulat, t*) = 0. 

On a encore le théorème: 


XV. En conservant les hypothèses du théorème précédent, 


soit L la totalité des fonctions de la classe C', définies dans le 
quadrant D(x >x,, t 20), satisfaisant à la condition 

ulLi, t) = u,(t), pour t>0; 
il ne peut alors exister plus d'une solution de la (10), régulière 


dans J(00), appartenant à la totalité 1° et vérifiant les conditions 
initiales (18). 
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Soit u(x, t) une solution de la (10,), régulière dans J(0o), 
appartenant à la totalité 7, et vérifiant les conditions ini- 
tiales (18,) et soit P*(z*,t*) un point arbitrairement choisi, 
intérieur à D. On peut déterminer un nombre non négatif z, 
assez grand pour en résulter 


i 
Ti : f peyac > OO pour ELLE 1% 
x, 
» 
b= mt fa, | 

” V; 
et alors, dans le domaine limité par la caractéristique du sy- 
stème (8), menée par le point (2,,7,), par celle du système (a), 
menće par le point (x*,t,) et par les droites x = x, et t=0, on 
a u(x, i)=0 et à cause de cela u(c*, (*) = 0. Notons, enfin, aussi 
le théorème suivant: 


XVI. Soit I l'axe réel tout entier et y soient aqq>0, 
dog Ugo A £ 0. 

Supposons encore que les intégrales des racines a(x) et f(x) 
de la {32) 


— 00 |-oo 


Soca, fatat, 


x* x* 


divergent vers l'infini négatif. 
Il ne peut alors exister plus d'une solution de la (10) regu- 
lière dans J(co) et vérifiant les conditions initiales (18). 
Soient u(x,t) une solution de la (10,), régulière dans J(co) 
et vérifiant les conditions initiales (18,), P*(x*,t*) un point 
intérieur à J(oo), arbitrairement choisi, Py(x*,ty) un autre 
point d'ordonnee t> t*. Dans le domaine limité par les deux 
caractéristiques des systèmes (a) et (8), ménées par le point Po, 
et par la droite £=0, on a «(x,t)=0 et par suite u(r*,t*)=0. 
Pour l'équation 
ou 1 3u Ou du 
Jeż (r zp ae 1 0097 1 (9054 


ne sont pas vérifiées les hypothèses du théorème et la méthode 
actuelle peut seulement démontrer que les conditions initiales 


+ (a) u= f(a, t), 
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| 
(18) sur laxe réel déterminent une solution régulière dans 
le domaine lieu des points tels qu'on a 


it) 


O<t<>—aretg w. 
~ 


8. Calcul de la solution et recherches (existence, Nous avons 
trouvé que la transformée u*(x, 4) de la solution u(x,t) du 
probleme A ou du probleme B, doit vérifier, dans l'intervalle J, 
Péquation (11) et, puisqu’on a 


t; 


E A) = Jem u(æ;,t) dt, Z ZEL, 2) 


0 


et on a posé 
ti 


| ouai = u;*(A), 


aux conditions aux limites de Vintervalle J, 
ə 
(34) u*(a,, A) = u; (A), (tes 1,2), 


les u,(A) étant des fonctions entières connues de À. Mais, comme 
nous avons vu, dans les hypothèses du théorème IV, telles condi- 
tions déterminent complètement la fonction u*(z, 4) et, si on 
la suppose calculée, on en peut avoir de suite, pour chaque 
point fixé z de I, le calcul de la u(£,t) par un développement 
en série. 

On a, en effet, pour chaque entier k non négatif, 


T 


ika i tha 
fe TT (x, t)dt = u* (x, Ep DL 


et par la, en posant 

1 iks ika | 

le (er) (oF) = na). 
il en rćsulte 


= T 


La IEC t) cos eet) adt= (x), 


0 
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c'est à dire 


maa k AT 
(35) ulg, t) ~ > vp (£) COS AE à 
k=0 


Mais le calcul de la u*(a, A) et par la des »,(x%), présente 
une difficulté à cause de la présence dans la fonction V(x, À) 
du second membre de la (11) [efrm. a la (12) | des fonctions 
inconnues X(x) et A,(v). On se trouve done en présence du 
problème de devoir indiquer une méthode générale pour le 
‘alcul préventif de telles fonctions. 

Nous observerons à cet égard que, si ¿= T(x) est une ca- 
ractéristique de la (10), en posant X, =X, on a tout à fait 
simplement 


V(a, À) =—(aq—- tio TH ay l") A — (an 429 2”) À”, 


et par suite V(a,t) vient à dépendre de la fonction inconnue 
unique X. 

Dans le cas de l'équation (28), si les hypothèses du théorème 
XI sont-elles vérifiées, on trouve pour u* l'équation sans 
aucune fonction inconnue, | 


d uY duž 


dr J NT E oo U* = D(a, 2) + f(x, A). 


(36) 


Cette équation, avec les conditions (34), nous donne le 
calcul de la fonction «*(x, 2), entière de A. On en déduit la 
formule (35) résolutive du problème, à laquelle, moyennant 
des vérifications, on pourra demander le théorème d'existence. 
11 est encore bien intéressant d'observer qu'on trouve une 
infinité de conditions intégrales nécessaires pour l'existence de 
la solution du problème, si on conserve toutes les hypothèses 
du théorème XI outre celle-ci selon laquelle l'unité niest pas 
une valeur caractéristique du paramètre v. 

On se rend compte de cette circonstance, en considérant 
le cas pdrticulier 


w'(4) = u” (4) =go(r) =g,lr) = 0, 
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quand on a 


D(x, A) =0, 
T(x) = f att)dć, facaz>o, pour Lı <T <T, 
fat) ar =o. 


X, 


Soit w(x) une solution, non identiquement nulle, des ćqua- 
tions 


al? u* du* 
> ” a oe qa da + ago U" =0, u*(1y) = u*(12) = 0. 


En posant 
xd 
| Ay(s) de 


on 


p(x) e 


il est nécessaire, pour l'existence de la solution u*(x, 4) de 
la (35), vérifiant (34), et, par suite, pour celle de la so- 
lution u(x, t) du problème d'intégration A pour la (28), qu'on a, 
identiquement en À, 


rer xv) f*( ay 4 1) dz =O. 


11 est nécessaire done que les f(z, t) satisfassent à l’infinité 
suivante. des équations intégrales 


qui s'écrivent 


» T(x) 


frere f [Tet] fla, nae ne 
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Demandons nous maintenant comment est-ce qu’on peut 
parvenir, dans les conditions les plus générales, au caleul pre- 
ventif de la V(x, A)? Je n’ai pas encore approfondit dans toute 
sa généralité l'étude de telle question. Je pense à présent, 
à cause des circonstances que j'ai rencontré dans les problèmes 
analogues, que celui-ci encore pourrait-être résolu en prenant 
en considération la seule condition. que la u(x, À) doit résulter 
une fonction entière de 4, tandis que la solution u*(x, À) de la (11); 
vérifiant les conditions aux limites (34), aura des pôles si on 
laisse les X,(x) et X (<) complètement arbitraires. En consi- 
dérant chacun de tels pôles, les équations qui expriment l'annu- 
lation des coefficients des puissances négatives du développe- 
ment de LAURENT de la u*(x,Aa) devraient-être suffisantes, 
dans son totalité, pour nous fournir le calcul de la F(x, 4), 


Une telle présomption est, par exémple, confirmée dans le 
cas particulier de l'intégration de l'équation 


u Du lu 


Er x (æ au Ka, t) 
Soot, NP fad ni PRA 


avec les conditions initiales (18) et (efrm. au théorème VIII) 
avec celle-ci ` 
u(t,,t) u(t), pour O=ł=7, 


« 


dans le domaine J(y) 4 Fd(y) et dans l'hypothèse qu’on a 
y(z) = T + J >o, pour T< T < Lo. 


La (11) se réduit alors à la suivante 


(37) Coss X(t) + P(x, 4) + f*(x, A) 


dr 


dont on doit rechercher une solution entière de À, vérifiant 
la condition unique > 


u*(a, A) AE AN. 
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Evidemment la (37) ne peut posséder une solution u*(a, À), 
entière en À, que lorsqu'on a 


X'(e) = Dr, 1)-+ ft(a, 1), 


et, une fois X’(x) ainsi déterminée, on a, grace a (37), la so- 
lution entière en A: 


x „AŻ AŚ 7; 4 Sj 
an yuray [MOD PED =A DE Dag 


X; 


UNE GENERALISATION D'UN THEOREME 
DE MM. S. BANACH ET S. MAZUR 


Par W. ORLicz, Poznan 


Soit Et) = 1 pour O<1<1,2,e,(t) =—1 pour 1,2< ł£<L,e,(0) 

e,(4)=0, &lt+1)= e(t) et soit e,(t)=e,(2"" lt) pour n = 2,3,...\ 
Les fonctions e„(t) s'appellent fonctions de Rademacher et 
on peut établir à leur aide une correspondence biunivoque 
entre les nombres d'intervalle (0, 1) (les nombres dyadiquement 
finis exclus) et l’ensemble de toutes suites infinies composées 
de nombres 0 et 1 (un ensemble dénombrable de ces suites 
exclu). 

Une fonction f(x) définie dans <a, b, est dite a variation 
bornee ordre p dans <a, b>, si pour toute division d'intervalle 
<a, b> par les points a= zę < 2, <... <æx,— b, les sommes 

k 
2 | Ke) — lz) | 


ia 
ont la borne supérieure finie. Désignons par V[{(x)) cette 
borne supérieure (pour p --1 nous écrivons V,(f(@)) = V'{f(æ)) ). 
Nous démontrons dans cette note les théorèmes suivants: 
Théorème I. Soient f(x), fą(1),... des fonctions à variation 
bornee Pordre p dans <a,b> telles que pour presque tout O<t<1, 
W=l;2,...4,0WVG 


V pl ex(t) lz) + Ealt) fale) +... + Enlt) fala) <M. 


Dans ces hypothèses on a pour toute division d'intercale <a,b> 
ca k 


(a) si p > 2 : > aj fa(t,) >D faM) ") <M Cp : 


nas| iai 


a 
tienne, 
) a 
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ca k x 
(b) si l<p <2 AIEN fla) — fla) Pr <MC,, 
ou C, est une constante (dépendante de p et d'ailleurs telle que 
Cp < 8P). 


Théorème II. Soient f(x), f(x), … des fonctions à variation 
bornée dans <a, b>?) et soit pour presque tout O<t< 1, n= 1, 2,... 


Vie E(t ) hi T) + ex(t ) fo( x) ig ee + e„(t) f(x) M . 
Alors 
V2 (f(x)) +V?(fo()) +... V? (f(x) +. < 8M. 


J'ai démontré déja que la série dans la thèse du théorème 2 
est convergente, en s'appuyant sur un théorème de MM. S. Ba- 
NACH et S. MAZUR?), concernant la possibilité d'établir une 
corréspondance linéaire conservant la norme de tout sous-espace 
séparable contenu dans l’espace des fonctions à variation 
bornée avec l’espace des fonctions intégrables. Je donne ici 
une démonstration directe et plus courte. Du théorème 2 
résulte immédiatement le théorème suivant du à MM. S. BA- 
NACH et S. MAZUR: 


Théorème III. Si f(x), f(x), sont des fonctions a varia- 
tion bornée dans <a,b> et si pour tout système ny, Noy...) Np 
d'indices differents on a 


y (fn (2) i Ín (T) on ... a8 fn, (£) | i M : 


alors lim V (f(x) — (LM 
La in de Uk s'appuie sur deux lemmes: 
Lemme 1. Pour p>1, on a 
i 
y p 
( S'a) £ a fina | dt 
n=] 


où C, est une constante < 8P. 

1) ¢, ad. à variation bornée d'ordre |. 

2) S. Banach et S. Mazur: Zur Theorie der linearen Dimension, 
Studia Math. 4 (1933), p. 100—112. 

3) 1. c.3) p. 108. 
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C’est l’inéqualité dû à M. KHINTCHINE; elle est p. e. de- 
montrée implicitement dans la monographie de MM. S. Kacz- 
MARZ et H. STEINHAUS‘4). . 


Lemme 2, Soit pour presque tout 0O<t< 1 


y Ÿ En(t) ani) i M, p= IF; 
iz! n=l 


alors on a 
a) Safe, 
i=] n=1 
Démonstration. Définissons dans <0,1> les fonctions 
I ję, | F 
fax) = Gy); pour — STF» t— 1,3. i WE 1,2, 2 Alors Joh 
a pour tout ł 


1 N k 

i ' P. | ' ’ p_k 
| | > E,(t) fal) | dx = k > | z» En(t) Ani | M , 
(U n=1 izal n:=1 


et d’après le lemme 1 
(2 sy: ) | <C, J p | el fut) "dt. 


En intégrant cette Pinegalité. suivant « et changeant en 
même temps l’ordre d'intégration nous obtenons 


2 N fil) )2 dz : Q PT. 


0 -4 
k N 
PPT 
ll nel 


cad. l'inégalité (1). 


4) S. Kaczmarz et H. Steinhaus: Theorie der Orthogonalreihen, 
Monografie Matematyczne, Warszawa-Lwow 1935. 
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Démonstration du théorème 1. Soit a= ry < L< L<... Vy 5 
une division de l'intervalle <a, b>; posons a; = |fn(t,) — Atte Di_1)| 
pour ¿= 1, 2,...; k. L'hypothèse du théorème 1 et le lemme 2 
entraînent l'inégalité 


k N 
(2) > (> (ala — fala) |): <0,M. 


i=) nai 


Soit p>2; en tenant compte que pour g>1, a > 0 on 
a (a+ do... an) > af + af +...+ af, nous dćduisons (a) di- 
rectement de AR 

Soit L<p<2;5 on a pour a;,@,..., un arbitraires 


N Á 
> Un | fai) i fn X—1) ię (3 Un = ap darn r falii) DE 
n=1 n=) 
N k N 
Là Un N | AC — fanl Tii) É Un FE Py 
n=l es Š n=! 


d'ou resulte (b). 


Démonstration du théorème 2. D’après le théorème 1 on 
a pour p=lL 
Nok 


VE 
UM <= 


noi 21 


falti) falas »|) < SM. 


En choisissant une suite convenable- de divisions d’inter- 
valle dont la longeur maximum tend vers 0 on obtient le 
théorème. 


Rotznik Pol. Tow. Matern. T. XIX. 5 


SUR LES ENSEMBLES DES POINTS DE DIVERGENCE 
DE CERTAINES INTEGRALES SINGULIERES I) 


Par Z. ZAHORSKI, Kraków 


1. Dans le présent travail je vais exposer les conditions 
nécessaires et suffisantes pour l’ensemble des points z tels 
que la limite g(x) = ae g(s, ©), où 


(1) AA = Je ok (s, t)dt, 


n'existe pas. L'intégration est au sens de LEBESGUE; quant 

aux fonctions f(x) et K(s,t) je suppose que lPintégrale (1) existe 

pour tout x réel et tout s appartenant à un ensemble S de 

valeurs positives de s, non borné supériecurement; A(s,t) = 0 

pour tout t e (a, b). (Il s’agit surtout des ensembles: de tous s>0, 

et s naturelles), Je pose g(x) = lim g(s, 2) pour les valeurs de x 
N=>oo 


auxquelles cette limite existe. Je considère les ensembles: 


M, .|0< uh g(s, ©) — lim g(s, £) < + co! 
8 00 
Tm U g(s, ©) — lim g(s, x) = + co | 


PE 


M3 = {u(a) : Fool, +» Miga) = s 
4 e 

Les operations (1) embrassent la convergence et la somma- 

bilité des séries de Fourier (par les méthodes de ABEL - POISSON, 


—o 


1) te AT de ce travail ont été Ne Ths Â. Pool de guerre 
de 1940—1945 (les $$ 4, 5— meth. de M. Fejer en 1941, le $ 5 en 1942, 
les §§ 2, 3, 6 en 1943, le $ 7 en 1945) et communiqués dans les séances de 
la Soc. Polon. de Math. a Lwów en 1941 et à Kraków en 1944 et 1945, 
voir ce journal t. XVIII, p. 163), 
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(C,r), r>0, en particulier par les méthodes de M. FEJÉR) 
et la dérivation de l'intégrale, unilatérale et symétrique. On 
sait, que dans tous les cas cités ci-dessus, a l’exception de la 
convergence simple de la série de Fourier, on a presque partout 
g(x) = f(x; pour toute fonction f(z) sommable et les M, sont Gs 
de mesure nulle, M, sont Gss de mesure nulle. Je vais dé- 
montrer que ce sont aussi les conditions suffisantes pour les 
ensembles M,, 1<2< 4, et je vais exposer pour la convergence 
simple de la série de Fourier un résultat partiel sans démon- 
stration. En posant a=—1, b—1, K(s,t)=s pour tout 


j z l 
te(0,-), A(s,t) = 0 pour tout DURP s prenant toutes les 


valeurs > 1, f f(t) dt — g(x), on a g(x)— (x). Un tel noyau 
je vais appeler le noyau de la dérivée a droite. En posant 


"FD : 
A(s,t)=s pour tout te | TÉ =] » K(s,t)=0 pour tout 


t@(— spz) jobtiens le noyau de la dérivée symétrique; 
s aes 


g(a + h)— g(r—h) 


alors g(@) = Paym (1) = lim —. Je suppose tou- 


h0 2h 
jours: — co <a < 0 < b < + oo. 


2. Quant au noyau A(s,t), je suppose qu’il satisfait à cer- 
taines conditions parmi les suivantes: 


b » 
I. f ktetd=1, Il, Ke, 0) > 0, Ti: ILCDCZZ 


— b 
IV. lim 4 + f bee, t)|dt = 0 pour tout ó>0, 


NOO e 


V. lim [sup |K(s, t)|]= 0 où A =[a, —0] + [ô, b], pour tout ó>0, 


400 ŻE 
|K(s, t)| <C(6) pour tout s et tout ted, 0>0. 


VII. (x s,t)dt <C, ott K(s, t) = sup |A(s, 0)| 
Vela, t] 


z 


pour tout tefa, 0), K(s,t)— sup |K(s,4)| pour tout te[0,b], 
Ge |t, b) 
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VII*. K(s,t) = K(s,t), VII. |K(s,t)|<C(s), IX. il existe une 


suite de nombres positifs 6,— 0 tels que b nn(0,, 8) < + oo 
| ti = 


=] 
pour tout seS, 7(6,8) désignant la borne supérieure des va- 


leurs de f\K(s,0 a sur les] ensembles MC[a,b], de mesure 


amas à ô, d’ailleurs arbitraires. 

Ces conditions ne sont pas indépendantes, à savoir: 
TI II->III, V>IV, VII*I>-VII, VIII VII VI, VIII>IX. 

Le noyau satisfaisant aux conditions I, If, IV et VI sera 
dit positif, le noyau satisfaisant aux conditions I, III, IV 
et VI— quasi-positif. Le noyau quasi-positif jouit de la propriété 
suivante: la fonction f(t) étant continue pour t=a, on a g(x)= f(x). 
Lorsque f(t) est bornée (et continue pour { —æx), les conditions T, 
III et IV sont elles-mêmes suffisantes pour que g(x)-- f(x) 
ait lieu. Les relations citées ci-dessus qui subsistent ćntre les 
conditions I-IX sont presque évidentes, et je vais seulement, 
démontrer les relations: VII—VI, VIIL=IX et le théorème 
suivant: 


GO 


(0) SŁ S= +» S, et le noyau K(s,t) satisfait pour tout S, à la 


k:1 
condition IX, il lui satisfait aussi pour N. 


Démonstration. En tant que la fonction »(à,s) de 

o est non décroissante et d’après l'hypothèse, il existe 

des suites {0,3} de nombres positifs tels que lim 0,4 =0 
1-00 


co 


à | 
et Yn N(Onks 85) < + CO pour tout se. Posons 6, 


n=| 


MIN (dns Ón23-.. Onn) alors (dn, s) © (One, S) pour 


oa 
À ` ę 
k=1,2,...,n. Quand seS, alors seS, et l'on a: > N n(Ón, 3) = 


ky 1 oo ha- 1 | s. 
= 2 nnns) A Ż NNl SN nila s) d- ŻY nnn nss) S 
n=l n= ko n=l nk, 
ke co 
< X nnns) X (Sates +) <+ 00, e. q. f. d. 
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Corollaire, La condition IX est remplie toujour, lorsque 
l’ensemble S est dénombrable. En effet, il suffit de démontrer 
que cette conditian est remplie, lorsque S ne contient qu’un 
seul élément, or on peut alors choisir ð, suffissament petit 


| EM : 
pour que 7(ón, $) <n et la condition IX est remplie. 


Lorsque VIII a lieu, on a (ðn, 8) <6, C(s) et en choisissant 


oo co 


| l ? 
dn = 5 ODA 2 ny(ó,, s) < C(s A = = < + © pour tout s, 
n=1 n=] 


c. qi E 


Enfin, comme %(s,t) est, en tant que la fonction de t non 
negative, non décroissante dans [a,0) et non croissante dans 


b 
[0,b] on a selon VII: C > | Kisna > J K (s, t) dt > 
dd — ô 


> ôlK (s, —0) + K(8s,ô;], et on en déduit que £> K(s, 0) 


| C m z 
et > Kl(s,-6) done 5 > K(s,t) >| K(s,t)| pour tout te[ a, à] + 
Pee. 4 ue 
+ [ó,b]; or il suffit de poser G(d) > = pour aboutir a VI. 
è 
3. Théorème I. Si le noyau K(s,t) satisfait aux con- 
ditions I, IV et VII, alors pour toute fonction som- 
mable on a g(x) - f(x) pour presque tous x, à savoir lorsque 


lim — | fre c + t) —/(a)|dł=0. Si, en outre, A(s,t) satisfait 


n>o ht 


e 


2 
à VII*, alors lim + Í f(x + t) dt = + œ entraîne (pour la même 
h->0 À J 


valeur de x) g(x) = + 00, 


Démonstration. On déduit de I que: 


2) * Zł,0) —1gl4, 1) »- [fe fa) | K(s, t)dł. 
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En outre, le noyau K (s,t) satisfait alors aux conditions III 
et VI. g(t) étant une fonction sommable, je désigne par A 
b 


Pintegrale f told: et par wo) un nombre tel que pour un 


a 
ensemble mesurable quelconque MC[a,b] de mesure non 
supérieure à (0) on ait 


(3) MO dt <o 
B J 


Soit e un nombre positif arbitraire. Selon IV nous avons 
pour tout à >> 0: 


E 
fs fixe t) | dt < SA AEn pour tout se (Sp; + co)S, 


OU So WAM de e, ô et A. Il en résulte que l’ensemble E, des 


points te [a,—d]+ [6, b] auxquels |K(s,t)| = 4 est de mesure: 
o LS 


” „aj e u 
pour tout $e (So, + o0)S. Sur l’ensemble E, on a, en vertu 


de VI, |K(s, t)| < C(6) et aux points restants, de E, = [a, — ô] +- 


-+ [ô, b]— E, on a JA(s, t) <5 , en suite de quoi: 


—o b u o | 
uj + fixe, t)||p(t)| dt = fixe, t) p(t)|dt + fixes t) p(t)| dt < 
a E, ką 


< 000): [Polas ZWÓJ ja z Ane 


pour tout s e(Sq, +00) S (selon (3) et (4)), c’est à dire: 


-ő b 
(5) lim { -L f Kie, t)p(t)dt=0 pour tout d>0. 
don d 4 
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h 
De UŁ go. 

Supposons que: lim — { lo(t)|dt 0 et choisissons e > 0, 
h>0 hJ | 


arbitraire. Il existe alors un nombre h,(e) tel que 
E 
(6) h f letolat <E min (75, 1) pour tout h <= hy; 
0 


il existe aussi (en vertu de (5)) un nombre s, (e, ho(e)) tel que: 


(7) | f + fre, t) y(t) at 


. Enfin à tout s on peut attribuer un nombre h,(5,e) < hę 
tel que: 


<= pour tout se(s,, + co)S, 


i A, 


(8) fire, t) p(t)| dt < à. 


—h, 


On deduit de VII: 


—h, Ite h, 3 
34 Py a a ee fous K (s, t)|p(t)| dt. 


—lk 


/ . ! . 
A toute fonction sommable y(æ) on peut associer un nombre À 
tel que 

+ 


(9) f wola <o lorsque |v — u| <A, 


€ ; 
— M III 


, l | 
Jaz Rey Ke Zi Ke REK) !) 


1 AE 
(en posant 5 = + oo en tant que ce soit nécessaire). Je divise 


les intervalles (—h,, —h,) et (Ay, ho) en n intervalles /,, I, 
de longueur inférieure au min (å, œw). Considérons l'intervalle 
(—ho, —h,) (on applique ensuite le même raisonnement pour 
le second intervalle). Je désigne par k,,k,,...,k, les valeurs 
de K (s, t) aux points initiaux —h,—1,,t,,...,t, de ces inter- 
valles, on a t; < t; pour ? < j. Soit kanı = K (8S, trys) OÙ tj = —h;- 
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e] 
te 


Comme &(s,t) est monotone, on a k,<k, pour + <) et 


(10) by k, Pa Ado” t) dt < fr t) pt (t) dt : PA kr fr ou 


r 


—h, 


W d'en fy Ode < [Kenyas Jk, fya 


‘a 7 —h, pał p, 
zh n 
! f Kest tytle) dt— X V k, MA (1) dt| < <Da ORCO Nit < 
r= jad 


a, P | 
< A, (krpi — hr) = (kag — ki) £ zz, (Ti < 4) 
r=1 
en tenant compte de (9°), (9). (pt (t) = y(t) lorsque y(t) >0, 
wt(t)=0 lorsque y(t) <0, y"(t) = y(t) wt(t)). On déduit de 
(11) les limitations analogues pour les intégrales avec y(t), 
il en resulte 


(12) 


sitll) dt 2 "ky e foals m À 


; hy 


et d’une manière analogue: 


(12°) y fx, t) y(t) dt — D \ ka: je <75 
S- ee « 
eg oe Ii" Lit + 1,=H,, alors A 


n=| 


(13) PALI Jed dt = k „fo i Ż GH funa 


| Hrs 


et d'une maniere RY. 
n 


| n—1 . 
(13° ) > k, bel fv dł t, fat + > (krya p k,41) Jo dt. 
MH, r 


2 — 
r i x = Wray 
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En particulier, en posant y(t)= |ę(t)|, j'obtiens de (10) 
et (13°) 
=F 


J Kis, Hl ply|at <k, JW pla Sch rakes) | letoldt. 
rE! 


ii 


Bi 
n+ tn+i 
Comme fvw dt = Jv uy dt Jv t) dt fone ef sit, 
TĄ ; 
(6): | late) ja fi (t)|dt< alt |= fe Je Gy Vast; 
H; f 
on a 
4i . 
J K (s, t)|ę(t)| dt < ke | fe dt — e, tn} n 
— li H, 
= s | 
DACH ka | | e, dt — e; tn] 
(14) po] My) 
ñ n—1 
s > Keys fe dt tna (hey > (kets z k,:1)) 
| pæl I, r=!) 
> k,41 f fy dt - €; ln+1 k, KD 
r=|] M 


r 


La limitation (12), (12^) subsiste pour y(ł)=e,, car, selon (6), 
<i, (done Je di<|v=u|<o pour |v — u| < min (å, w)), 


c'est a dire 


hy n 
(15) | J Ke the, dt. Dk fad <i: 
— Je rel I, | 
On a selon (14), (15): ) 
ya M 
s, t)| p(t)| dt < — 5 | i K (s, t) & dt — ci ni Kays. 


— l'y a — y 
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Comme K(s,t) est monotone, on obtient —#,}1 Enpi S 


0 
<| Koda, d'où 


TESI 
— h, 


J Kes Deli dt < À żę f Koda. 


— İl 


La dernière formule, avee la formule analogue pour linter- 
valle (hy, ho) nous donne: 


ho 


-Ai 5 
(16) f+ ECUTUTErEE [x K(s,t)dt< 20-8, 
Si h, 


selon VII et (6). II résulte de (16), (8) et (©) 


EC t) p(t) dt A 2 + 
| fren aja f> freo t) dt 


"— i Ny 
36 € , 
< 37 6 | S> f Keto l(t ||dt<z+z=e 
—h h, 


E 
a 


30 


pour tout seS(s,, + oo), 
c'est à dire 


lim fr (s, t) p(t) dt — 0. 


Pa 


En particulier, pour ¢(t) = f(z+ t)— f(x), on a: 
lim A(s, 2) = 0, 
8-—>00 


eest a dire, selon (2): g(x) > soie xv) = f(x), lorsque 


h 
lim z | [fle + t)—f(r)|dt=0, e. g.f.d. Lorsque K(s,t) satisfait 
0 


v 


h 
a VII* et lim 5 foo dt = + oo, il existe hg tel que pour |A| = hos 
h) : 
() 
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on ait: 
1 e 
(17) x f pt) dt > M, 
0 


M étant un nombre positif arbitraire, et il existe un nombre są 
tel que les inégalités suivantes subsistent: 


—h b 
(18) | f+ IEC t) p(t) dt <1 pour tout se(Są, + 0c0)S, 
a Ao 


b b | e 
(19) | f+ IEC t) dt <; pour tout se(Sg, + co) S ; 
r a hę 


elles résultent de IV et (5). s étant choisi arbitrairement, il 
existe h, tel que 


Ay 
(20) fi s,t)g(t)|dt < 1, ny bie, t) dt <7 
2, 4 h, 
l 


En divisant les segments (— hę, —h,) et (hy, hy) en parties 


infćrieures a min (å, a) pour y(t) =o(t) jobtiens, en tenant 


compte de la relation: JAta=Mv—u<o pour 0<—U< 7 


de (12), (avec y(t)=M), (13) et (17): 


(21) RES, fau Eu. Jaak h2 


Ay 
—h, 
| f Esa ) pit) dt —ky fea 3 kak) fv (t)dt| < 
—h, H,4 1 
>k; tn+1 


tnt 
€E 
K(é, t)olt) di > S was S kni WIO: 
fy 


— fio 
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0 m ol 0 
k foddi PAC frou kn o(tydt ELE 
á s tr+1 tnt 
n—! 
y i i 
N (bre) Miti] Ko ej poid- = 
À ge n+ 
n—1 À 
k S M dt + D Ad mf waf kAlg(t)| di 15 
'n+t à 
‘n+ | n—!| . tnt} 4 
=hy J M dt = D! (Kp41--k,) Fe M dish tt) M M 
t r pa" troy 
fr |e(t)|dt— > fre t) M dt =— 
tnt hs 


Lf K (s, t)| g(t)| dt > M f K (s, t) dt - H | 
tnt} ho 
(selon (20), (21), et car knta} M <0). 


Les limitations analogues subsistent pour Vintegrale rela- 
tive a Vintervalle (hi, ho), de sorte que: 


TR Mmo h 
(22) IN KA s, t)q (dd >| Jf kanar) z 9, 
—h, = h, 
—h h 
I! resulte de I, (20), (19): fi fac t) di>s, donc, en 
— h, h, 


tenant compte de (22), (20) et (18), on a: 


M e 
f K (s, t) g(t) dt > — > — 2? — 1 — 1 pour tout seS(s, -+ 00) 


c'est à dire limg(s,x)= +oo pour q(t)=/f(r-|-t), lorsque 


4-00 


lim + (A (x + t) dł = oo, c.q.f.d. 


hi->0 fl 


SUR LES ENSEMBLES DES POINTS 77 


SThéorème II. Lorsque f(t) est bornce, alors toutes les fonc- 
tions g(s,x) correspondants à un noyau K(s,t) sommable par 
rapport a t sont continues par rapport a © (même lorsque K 
ne satisfait a aucune des conditions I-IA). Lorsque f(t) est 
sommable et K(s,t) satisfait a la condition VIII, toutes les fonc- 
tions g(s,:c) sont continues par rapport a x. 

DI est possible, que ce théorème soit deja connu. Je n’éxpose 
ici que l’idée essentielle de la démonstration, analogue à une 
démonstration appliquée par M. A. ZYGMUND (à un autre 
théorème, Trigonom. series). Si f(x) est non bornée, je la rem- 
place par une fonction DE tee l'intégrale diffère peu 
de l'intégrale de f(x) et ensuite par une fonction prenant un 
nombre fini de valeurs sur les ensembles, dont je peux supposer, 
qu'ils sont Gs. Il suffit donc de démontrer ce théorème pour 
une fonction caractéristique d'un ensemble Gs, qu’on peut 
remplacer à son tour par la fonction caractéristique d'un en- 
semble ouvert qui donne Papproximation suffisante de Pen- 
semble donné Gs. Ensuite j'extrais de cet ensemble les inter- 
valles, dont la mesure totale est petite, de sorte qu’il ne reste 
qu'un nombre fiji de ces intervalles. Il suffit done de faire 
la démonstration pour le cas où f(x) est la fonction caracté- 
ristique d’un intervalle, et ceci ne présente aucune difficulté. 


4. M. BANACH a posé le probleme suivant: caractériser 
l’ensemble de points de nor-sommabilité de la série de Fourier 
par la méthode de FEJÉR. Lé problème analogue pour les 
opérations aux noyaux positifs a été posée par M. ORLICZ, 

II s’est révélé que dans le cas du noyau positif il est possible 
que l’égalité g(x) = f(x) n’ait pas lieu sur un ensemble de mesure 
positive. Dans ce cas c’est la condition VII qui est décisive. 
Je vais donner, notamment, l’exemple d’un noyau satisfaisant 
aux conditions I-IX a l'exception de VII (et VII*) pour 
lequel lim g(s, x) n'existe pas sur l’ensemble M, de mesure 


g— 00 
positive 
L 
À cet effet ,posons A (n, k 1)-0 pour tout Le{ (i Vast ksza 


kl k 
| 


LEE 6? otn ) 


A (n,k,t) = 22846 pour tout Le n et k étant 


entiers positifs et k= 1,2,... 2"+6-- 36 et rangeons toutes les 
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A(n,k,t) en une suite infinie simple, de sorte que les termes 
correspondants a n fixe forment les groupes des termes consć- 
cutifs, n= 1,2,...(alors la suite est: K(1,1,t), K(1,2,t),... 
ACL ÊTES +0368 0), BX, TEŻ), + JAZZ 2), RSR AS 86, thee 
H(n;d1,1),, Flm; 240), we „Mt ZPPA R36, Lie "y Je désigne par s 
Pindice des termes de cette suite, s dépend de n et k, et inver- 
sement, n et k sont des fonctions de s, s(n, k), n(s), k(s), et je 
pose K*(s,t) — K (a(s), k(s), t). L’ensemble S est cette fois l'en- 
semble de uombres entiers positifs. Il est facile de vérifier 
que K*(s,t) satisfait aux conditions I, II, VIII, et de même 
aux conditions V et VI, car n etant fixe, on a A(n,k,t) — 0 
pour [t| > (Bate Soła as + 0 pour n =>. Par 
suite K*(s,t) satisfait aux cond. I—VI et VIIL, IX. 

On peut associer à tout intervalle IC, A de 


kr—1 k 
un nombre k; tel que = en) CL 


l 
longueur |I| > zz 
Je définis la fonction f(t) comme il suit: je choisis dans 
À A l. 
Pintervalle [0,1] Vintervalle (ouvert) concentrique de longueur 1 


et je pose j(t) - L sur cet intervalle; dans les deux segments 
restants je choisis de même les intervalles concentriques de 

l 
longueur — 
16 
construction est analogue a celle de Vensemble de CANTOR, 


et je pose f(t) = —1 sur ces intervalles, etc. (La 


les longueurs des intervalles choisis pour n-ieme fois étant 


oun 

et la valeur de f(t) sur ces intervalles étant égale à (—1)71). 

Après l'extraction de tous ces intervalles de [0,1], il y reste 
l 

un ensemble E parfait, non dense, de mesure z) soit f(t) -- 0 


pour tout £eK et pour tout te[0,!]. 


Si Von na effectué que n extractions, il reste dans [0,1] 


1 1 1 ] 
= ip) eT nie +1 r )2n41 * 
oni 4 8 2n+1] 2a 2 


2" segments de longueur 
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Tout ae E appartient a l’un de ces segments, L(x,n), et l'inter- 
| Wr 


1 ' ; 
valle fase + + seat js) contient l'intervalle Z de lon- 


| 
gueur sayi ; contenu dans un intervalle ÆH(x,n) extrait dans 


l’une des n premières extractions, à savoir celui des inter- 
valles situés a droit de x, qui est le plus approché à x. Je sup- 
pose que ce soit dans la m-ieme extraction, m(n,r)<n (dépen- 

1 | J 2a+5--36 . 
dant de æ et de n). Comme nti | anti | : Sz 


22n44 M 2 n+ 


kı ky \ 
existe un nombre entier k;,, tel que pour tout że Em 52n46) ? 


ja) 


on aitæ+iel; done f(x+ t) = (—1)™H, Alors pour $= Sn.x = 
= s(n, kı) (où Z depend de æ et de n) on a g(s,r) = 


= fat Na+ dt [Ke kn 9-0 Lyrae 
=] — 1 


= (—1)m+ IEC ky, th dt=(—1)""', 
1° | 


ky] k, | 


— >_> N à A . s o I 
22n16 ’ 32n+4 » C. à d. JlSn.x; r) = ( 1)” x) etal" 


où I= | 

Supposons, que «a ne soit pas a l’extremité gauche d’un 
des segments de CE. Considérons la suite {n} de numéros des 
extractions succesives. Soit ny un element arbitraire de cette 
suite. Supposons que m, > n, et que dans la n,-iéme extraction 
on extraie pour la premiere fois (après la »,-ième extraction) 
de L(x,ns) l'intervalle H(x,n,) situé à droit de x (H(x, 2) existe, 
car x n’est pas l’extremité droite de UNE alors m(n,,2) = ny, 
min, — 1,1) = MM — 2,1) =... min, X), MR, ©) = MN, T) 
(mod 2) ou non. Au premier cas, considérons un intervalle 
H'= H(x,,n +1) où +, est a l’extremité droite de H(x,%%), 
extrait dans la n, + 1-ere extraction entre H(a,n,) et H(z, ng), 


l 
de longueur |H'| = zampi» dans lequel f(t) = (—1)"** = 
— (— 1) mrs x)+2 dés (— Í ) "mo. x), 


| | : 
La distance x de H’ n’est pas supérieure a | mag FU la 


on | 92m 


longueur des segments qui restent après la n, — 1-ere extraction, 
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car dist(a,H')<xre—x, où x, désigne l'extremité droite: de 
L(x, Ng), Xa et w étant les points d’un segment restant après la 
n,— 1-ere extraction, car selon la définition de ń,, dans la n,-ième 
extraction on extrait pour la premiere fois un intervalle situé 


i i | | 
entre vet.co. Il en résulte que dans Pintervallel x, Tee Te | 
\ om ee 
l \ 
z — , , age p te ATER Se , , à 
zin Faj > H est situé l'intervalle £’CH’, de longueur zz» 


kr—1 + kp | 
7 on at £+ tel, 


imt? On 
— 


et il existe ky tel que pour tel 


done f(x +1) =(—1)"lwa, Je désigne par sj. la valeur 
8 = S(n— L, kp) (où I” dépend de x et n,), et Von a g(s, gt) = 
= (—1L)m, Si, au contraire, m(n,,1) = m(n,, ©) + 1 (mod 2), 
ONA G(8n x52) = GE Lymn at (- “Lt Ainsi à chaque no 
sont associées deux valeurs s, et sg {Sm,x Ct Sp, OÙ San) 
telles que g(s,,æ) = 1, (82,2) = —1, et on a lim s, = oo, lin s, = oo, 
ng~>ca n,>oo 
‘ar lim s(%,k) = +00, ny > my, Nn=l>m. Comme ny est arbi- 
N>>oo 
traire, on peut former ainsi deux suites, telles que lim g(s), £) = 
N,7>00 
lim g(s r) =—1, de sorte que lim g(s,æ) n'existe pas. Iren- 
8: ->00 i R->oa 


semble des extremitćs gauches des intervalles extraits étant 


dénombrable, on a |M! 


| 
am C q. fod. 


| | k 
Comme K(n,k,t)=0 pour tout re |o DT a) K (n,k,t) 


Jon a fxi (n,k, t)dt=k et comme 


22116 pour tout że|0, san ål 
| 1 
al a 
max k = 2n+6-L 36, lim d K *(s, t)dt = lim Í Kin, k,t) dt = + co, 
aca n->oo 
Ly | —1 


la condition VIL n’est pas remplie. 


5. Il résulte du théorème II (HAUSDORFF, Mengenlehre, 
1927, p. 270) que l’ensemble M, est Gs, M, est (łaa. 

Inversement, un ensemble donné Ga de mesure nulle peut 
être choisi pour My, Ma, ou M, un ensemble G3, de mesure 
nulle pour M,. 
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Théorème III. A tout système fini de noyaux K;,(s,t), 
1=1,2,...n, satisfaisant aux conditions I, IV, VII, et tout 
ensemble M du type Gs, de mesure nulle correspond une fonction 
bornée f(x) pour laquelle limg{s,x) —limg;(s,x) 0 pour 

AC: m 
tout me M et tout 1=1,2,...n, gi(x)= f(x) pour tout re M et 
tout 1—1,2,...n. En outre, le passage à la limite s—> oo peut 
avoir lieu pour chaque opération (i= 1,2,...n) dans un autre 
ensemble S,. 


Démonstration. Comme les ensembles S; ne sont pas 
bornés, on peut choisir s, € S1, 8, > 10, 8 > Szy 2€ Są, ... 8;> Sity Seb, 
peau Sn, ensuite Sy Es  Sati> Max (L102, Sn), Sipi Si, 
Sati Snęl=1 jusqu'à Sy, €.C.t. de sorte que Spnęi€EŚj, , 
6141 > Sv, Smnsi> 10T1, Je vais définir une fonction y(ł) de 
la manière suivante: soit m(l) le plus petit nombre entier tel que 

su 
(23) j +f |A;(Smnęi, t)| dt < pour tout i = 1,2,...n, m>m(l). 
7 ja 

Ce nombre existe si />0, puisque K;(8,t) satisfont a IV. 

En désignant par 7,(s) le plus grand nombre positif tel que, 


: | : ] 
pour M de mesure inférieure a 7,(8) on ait f|Ki(s,t)|d <=; 
Ę O 


je pose: 


(24) (1) = min 9i(Saynn+i)- 


ILi<n 


Alors on a: 


he Í 3 
(25) | |i momen t) | dt < ą pour tout + =1,2,...n 
| 7 


lorsque | M| < n(l); (23) et S D) entraînent y(t) < 21, car, dans le 


3 : 
cas contraire, on aurajt Pts D )Idt < 5, contrairement 


a 


a I. Je pose 


f ue e pour tout =< 1 


| y(l) = born ri 
EEL 


mt) 


(26) 


y(t) 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 6 


pour tout l > 1 
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La fonction y(l) est positive pour tout />0 et non décrois- 
sante. Dans le cas contraire, comme y(l)>0, on aurait y(%,) = 0 
pour /, > 0 et en tenant compte de (26) born inf (x) = 0. Comme 


LE. « 


m(l) est non croissante, on a m(L)>m(r) pour z>ły, par suite: 


born inf n(x) > MIN (Sun) > 0 
LE z € | IIn 


m < m(ł,) 


ce que contient -une contradiction. 
En outre (26) entraîne: 


(27) y(l) < aa <1 pour tout l. 


Soit M un ensemble Gs de mesure nulle, d’ailleurs arbi- 
ca 
traire. On a donc M HI G,, les ensembles G, étant ouverts. 
k=l 
On peut admettre, que G, DG, et que [G,| < 2 .\Les ensembles 
G, se composent done des segments de longueur inférieure à 2. 


Je pose F= CG,, alors CM N F, et je définis une autre 
k=! 
suite d’ensembles fermés Ø, telle que: 


(28) A =M, 
ho 

Je le fais ainsi: soit D, = F,. applique ensuite le théorème 
de MM. Lusin-MEncnorr: A tous les ensembles A, B, mesurables, 
tels que A: DB (Cest a dire ADB ct B e compose de points de 
densité de A), B étant fermé, correspond un ensemble ferme © 
tel que A:DC:DB ct, lorsque A est de pleine épaisseur, «> 0 
arbitraire, on peut choisir C de sorte qwon ait 


ah a +h) 
(A) EZ Ai -xh pour tout we B et tout h. 
a. M 


Je divise les intervalles J de l’ensemble G, CF, en une 
quantité infinie de segments plus petits, dont les extrémités 


c 


constituent: le centre du J, deux points a la distance des 
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I7 ‘ri 
extrémités, deux à la distance s e. ct. deux a la distance = 
des extrémités. Chaque segment J’ ainsi obtenu est de longueur 
| MAE F. LT. 

inférieure à 5. La mesure de l’ensemble 7'CJ est |Z'|, il existe 


donc un ensemble fermé Hy CI'CM tel que 
ee Lik’ 
(20) \Hy| >I fi -3v5 


L'ensemble ©, | > H est fermé, car la limite de la suite x, 
de points appartenant à la quantité infinie de H p est soe Fi = ©,. 
Je pose ©, -- X Hr+ F;= Y, on a YCOM et comme CM est 
de pleine épaisseur et Ÿ, est fermé, il existe, d’après le théorème 
de LUSIN-MENCHOFF, un ensemble ©, tel que F,C-9,C : CM. 

Supposons, qu’on a défini l’ensemble %©, tel que 


(30) D, 1C- DC: CM, b, Si, 


Je divise les segments Z de l'ensemble G, = C®,C Gp en 
parties J’ d’une manière analogue a celle qui était appliquée 
auparavant et je définis les ensembles H, satisfaisant à la 
condition (29), je désigne par W, l’ensemble fermé: 


(31) P= b+ > Hy + Fyją CCM 
et par ®,,, l’ensemble, satisfaisant a la condition 
(32) WC: Prp CAT. 


Les ensembles ©,, satisfaisant à la condition (30) sont 
ainsi définis par induction pour tout k entier positif et d’après (50) 
on a: 


CH= N MCD CCM, 


k=l k=! 


cest à dire (28). Je définis les ensembles D, pour tous m,k 
! sk 


L 9) 
entiers, — 


ray 21. On a déja défini les ensembles ©, =P m. Suppo- 


Del 
i* 
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sons, qu’on ait défini les ensembles ©, , satisfaisant a la con- 


2ki 
dition: 
Pm C: Pm, pour tous M< mą, 
2k, ahi 
je définis alors ©, comme il suit: 
+ oh, +1 
D, =, 

yk +1 ok, 
Da C, Dai GE Dry: 
ok, zk, HI ak, 


suivant le théoreme de MM. LusiN-MENCHOFF. Les ensembles. 
ainsi définis satisfont à la condition 


(33) Pa C: O, pour tous 1 < u- <. 


ok gr 


Je désigne pour tout À >1 réel: 


(34) b, pias Dn. 


Les ensembles Ø, sont fermés et en tenant compte de (33) 
satisfont à la condition: 


ro ~ 
on 


(35) d,C-6©, pour tous A,>4,> 1 


et pour = la définition de ©, est compatible avec la pre- 


cédente. En effet, en premier lieu (34) entraîne $, C 9. 
En choisissant deux nombres rationnels dont les dénominateurs 


: ty Ma 4 
sont des puissances de 2, de facon que We x Ró 29 


j'obtiens, d'apres (33): 
P,C Pin, C. © m, Ch; 


2h 2h- 
d'où résulte (35). Je definis o(x) pour tout xeCM: 


(36) w(x) — born inf 4. 


xe, 
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Cette fonction est approximativement continue et finie 
dans CM. (Elle est finie d’après (28) à savoir pour ce©, on 
a w(x) <k). D'une manière analogue pour red, on a w(x) >k, 
par suite: 


(37) k<o(1)<k+1 pour tout ve,,,— Dz. 


Pour zyeCM arbitraire, considérons le nombre w(z,)—e. 
D’après (36) on a æoeDix)-e, donc 


dist (To, Pure) = (Los €) > 0 


et selon (35) dist (£o, $©2)>0(«, e) pour tout À <w(xs) —e, donc 
parmi les points ceCM dans l'intervalle (x,— ô, xo + ô) sont 
situés ceux seulement qui appartiennent à ©, avec A4>w(a,) —e, 
donc, d’après (36) w(x) > w(1,)—e pour tout x e CM(x,—à,ro + Ò), 
c’est à dire w(x) est semi-continue inferieurement. 

En définissant o(x) sur M d’une manière arbitraire, on ne change 
pas la continuité approximative dans CM, puisque |M|=0; pour que 


la semi-continuité au sens propre ait lieu, il faut poser «w(x) — + pour 
tout ze M. 


3 , € A i a 
Considérons le nombre w(£5) + 2; D’après (36) on a: 
Lo € Dolti C: Dote; Mais pour ze$,++ ON a wlr) < 


< w(Tę)*He, Cest a dire zę est un point de densité de ces 
points x, auxquels w(x) <w(xs) +€, par suite w(x) est appro- 
ximativement semicontinue supćrieurement. Je définis pour 
x>1 la fonction continue d(x) égale a 2k pour tout 
ce[2k—1,2k], k=1,2,... et linéaire aux intervalles restants. 
Elle est non dćcroissante. Soit: 


(38) Q(x) = a|o(z) |. 


La fonction Q(x) est définie et approximativement continue 
pour tout xe CM, car w(x) = 1. D’après (37) elle satisfait a la 
condition 


(39) Q(x)—2k pour tout re@,,— Dikri. 
Je définis une fonction approximativement continue sur CM: 


(40) blz) = cos; O(a). 
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Cette fonction est bornée et satisfait à la condition: 
(41) b(r) = 1 pour tout re Dy,— dą i, 
(42) b(x) = —1 pour tout ce Daryo — Dirii. 

Aux points zeCM on a 


(43) ina fie: t) — b(æ)| dt = 0. 


noo RJ 
0 


En effet, le point x, est un point de la densité de l’ensemble 


EK, = (blz) — b(æo)] < SH, il existe donc un nombre h, tel qae 
pour |A| = ħa la densité moyenne g de l’ensemble By = |b(r) — 


eh. re E ; 
— b(zę)| > 5j dans (0,k) est inférieure àz. Par suite: 


fus +t) —b( To)| dt - =f Ep < 2|E,(0,h)| L 


E,(0,h) EO, h) 
zl (0, h)| < 2 .gh+ zh<eh 
k 
z) |b(aco b t) — b(xo)|dt <e pour tout h< hy 
0 
c.q.f.d. D'après le théorème I on déduit de (43) 
b 


lim g(s, c) = lim | K;(8, t) b(x + t) dt = b(x) 
(44) 8=hoo soo J 


pour tout xve CM et i=1,2, 


Je vais démontrer, que pour ze M les limites (44) n'existent 
pas. On a alors: 


ce PT CD, Co, 4CCO, lim|C%,|=0, 
41 F500 
k=1 


done dist (x, ©) —dy(a)>0, dyss(a) < dalz), limd,(x) = 0 
h—>co 
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En particulier on peut choisir deux suites $,: dy, et 

Dai, lim dyą_;(7) = lim diys1(x) = 0. Considérons un terme 
k->oa k->co 


Dax 1 arbitraire, pour ®4%,, le raisonnement est analogue 


à celui pour Dyy_1. Je désigne: dag-1(æ) = u, m (dix_1(æ)) =m’. 
D’après (23) on a: 


f fra TOMATE pal < T i 


pour 4 seul, 2,... %. 


Ki 8 in’ niy t) 


dt 
(45) i 


mn, au moins, des nombres zu, x—u appartient a Ds 
Un, , des nombres , Zu appartient à © 
(car u = dist (x, Bąk 1))» par ex. le second. Le premier appartient 
: Ir ’ e 

à Dix 1, Ou est situé dans la moitié gauche de la composante I 
de l'ensemble C4, _;, ou dans la moitié droite (le centre 
y compris). Je vais évaluer, à chacun de ces cas, la mesure x 
de l’ensemble (a—4,x2+ u)CM,,. Selon (31), (32), on a: 


Cd COW, CCD Hry 
(46) |=, £+ u) Cha = |(1—u,:c + u) C à: Hy). 
D’après (29) on a: 


(47) r NH, 


rbt) 


r . v ver Q 
"Je désigne par N T’ la somme de tous ces 1”, qui sont conte- 
— 


nus dans (r—u,vr-ru) et par I" le produit Jo(w—u,2+ u), 
Io désignant celui des J’ qui contient r—u. Alors 
” 

Co ur u) Cy Hp TOON Hyp t- N 16 > Ay = 


M 6 | i CHp, 


(6— u, +u)C X Hr |< |I6CHy, 


1 I’ 
» (z): 


(48) ZE u) Char! < |lq|5 és l >. T 57 (57). 


— oa 
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Dans le RARE cas il n'ya pas de Jet toutes les |/'| sont infé- 


rieures a donc, y(x) étant monotone, j'obtiens d’après (47): 


a D ) 
A -1 (6 

(49) xZZY (+ LE I£] uy| 1) <2uy(u). 

On a toujours V |I'|<2u, en particulier, dans le second 
et le troisième cas Io< 2u, donc, d’après (47), (48) 

1 1 V“ ‘ 

(50) x<z'Zuy(u)+zy(u) 2 [P| < 2wy(u). 

Les formules (49), (50) et (27) donnent: 


x < nu). 


Comme m'=m(u), on a d’après (25) 


K (8w ma is" plass ą 


(51) | | K (Sun rly t) b(a E j t) dł 
N, ; 


pour tout + = 1, 2,... . 


N, étant l’ensemble de t, tels que x+ te(x —u,x+u)CŒDiu. 
D'après (41), (51) et (45) on a, puisque (z—xu, x + 1) CC9y_,: 


b -u h 
| K (Sinti t) b(x 1 t) dt > ay CE f 
(52) a z 


~ aie Sin!’ n+l t yar ET (ET t) - ua fk; (Simi t) dt 


N, 


pour tout 2 = 1,2,... 7. s 


K (Barn xi, t) | dt 


| s 
N, désignant l’ensemble de t tels que x+ te(x—u, æ tu) Dix. 
D'une manière analogue, de I, (51) et (45) on déduit: 


IE (8 m wa t) dt > fre 8 minets a Le Ji Spy n+ Lis t )|dt— 
Ns 


que 
— [| Alma FR pa 1-3-3 pour tout 2 = 1,2,...%, 
N 
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donc, d'apres (52) on a: 
b 
ETC t) War + t)dt> 4 pour tout i= 1,2,...n. 
a 
En vertu de (42) on démontre pareillement l'inégalité: 
h 
J K ilS nnti t) (2 + t) dt < = pour tout 4 = 1,2,...n, 
a 


pour m = m|(dyk1(2)) . Les indices m’ et m” sont des fonctions 


croissantes non bornees de k, car dans le cas contraire, on aurait 
pour une certaine valeur de m, et pour e arbitrairement petit: 


— £ b 
f+f 
a & 


on a défini deux suites Sm’ nyi € Di, Smon+ieS; telles que 


K (mnit t) a <7? contrairement a I. Ainsi pour tout 4 


4 


p L 
lim gi(Sm/ nis r) lim gilSm/n-+i» £) = -= 


roo 1 — 
d’où 
p | l 
lim g;(s, ©) — lim g;(s, 7) >=, ©. q.f. d. 
8-> 00 800 + 
4 


On voit, que dans la démonstration de divergence on n’a 
pas besoin d’appliquer les conditions VII et III, et qu’on peut 
même éviter l’application de la condition IV. Au contraire, 
toutes les conditions sont appliquées dans la démonstration 
de convergence. Cette remarque est importante pour les noyaux 
ne satisfaisant pas aux conditions I-IX, par exemple pour 
le noyau de DIRICHLET. 

Ainsi le théorème est démontré dans le cas, où M est Gs. 

co 
Dans le cas général on a M m My, les ensembles 1/,„ćtant Gs 
ke] 
de mesure nulle, et on peut supposer qu’ils sont disjoints. Je 
désigne par b,(x) une fonction telle que |b,(x)| < 1, pour la- 


= 
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quelle toutes les operations sont convergentes a b;(x) dans 
CM», divergentes dans My. La fonction: 


(53) f(x) = ŻY An 
( k=1 


satisfait aux conditions du théorème. En effet, pour x e CM 
on a eCMy pour tout k, et on a pour un à arbitraire: 
b 
lim IE s, t) balx +t) dt = (a). 
oo). 


a 


Je vais démontrer que: 


(54) lim terran t) f(x + t)dt —f(7) pour tout we CM. 
8-00 


h 


Selon III on a J As, t)|dt <C Je choisis kola) de sorte 


€ 
Prato 


a. 8, t) yet me dt | EGZ: 


| 
k= hat 


et on peut choisir sy(kg,e) de sorte que pour s>s on ait 


b he k, 
r tbe + t) y ; 
K,(s, t) 2 ball Pa dt > HA) a: 


k=) hel 


$ ‘ b (ax l i 
ON a aussl N 2) + à (car C> 1), done: 
k k,+1 
b © oo 
| rbl- t). 1b,(2) i "PET i 
TETE Dk dt 2 Ok 2 { Í € 
h 1 k=l ; 


pour tout se(s 9, + co), 


c’est à dire, on a (54). Pour x e M on a x eMip pour un certain 
k = ką, et a e CM, pour les autres valeurs de À. Pour la série (53) 
sans le terme k, l’opération est convergente, la démonstration 
est la même que pour la série totale (sans exclusion du terme ko) 
et pour kọ elle est divergente, et l'opération étant additive 
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elle est divergente pour la série totale, le théorème est ainsi 
démontré. 


Corollaires. 1) Lorsque n=3, Ay étant le noyau de la 
dérivée à droite, A, celui de la dérivée à gauche, K, celui de la 
dérivée symétrique, S,;— S, = S$, = l’ensemble des nombres po- 
sitifs, alors à la fonction bornée f(x) correspond la fonction 


q(x) f Heat, satisfaisant a la condition de LIPSCHITZ, qui 
b 


pour ce M est dépourvue de la dérivée a droite, à gauche et 
symétrique, pour reC™M est dérivable et on a g(x) = f(x). 
ar suite: 

Pour qu'un ensemble soit celur.des points de non-dérivabilité 
(méme au sens de M. BESIKOVITCH) d'une fonction satisfaisant 
a la condition de Lipscuitz, il faut ct il suffit que cet ensemble 
soit Gy, de mesure nulle. 

Pour la non-derivabilitć simple Jai obtenu ce résultat antérieurement 
en mappuyant sur le théorème de MM. Lusiu-Menchoff et la constriction 
géométrique (LV 1938, ce travail a été accepté par Bull. de la Soe, Math. 
de France en 1939, cependant ne parut pas à cause des obstacles causés par 
la guerre, impr. en russe, Rec, Math. Moscou t. 9 (51): 3, p. 487-510, 1941). 

2) La condition nécessaire et suffisante pour l’ensemble des 
points de non-sommabilité de la serie de FOURIER d’une fonction 
bornee par la méthode (C,r), r>0, est que cet ensemble soit Gu, 
de mesure nulle. 

3) La condition nécessaire ct suffisante pour l’ensemble des 
points de la circonférence |2]< 1 aux quels il n'existe pas la 
limite d'une fonction harmonique bornée dans le cercle |z|< 1, 
suivant le rayon de ce cercle est que cet ensemble soit Ga de me- 
sure nulle. 


ar une modification de la démonstration, on peut obtenir 
la convergence simple de la série de Fourier de la fonction f(z) 
aux points reCM, et aux points xe M — non sommabilite 
par la méthode de FEJER. Cependant un tel théorème serait 
peu important jusqu’à ce qu’on ne sache pas, si ces conditions 
sont nécessaires pour l'ensemble de points de divergence. Au 
contraire, la construction de la fonction continue, dont la série 
de Fourier est divergente à tout point d'nn ensemble de mesure 
nulle, donné arbitrairement, présente des difficultés essentielles, 
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lorsqu'on veut appliquer la méthode exposée ci-dessus, même 
lorsqu'on ne suppose rien sur les autres points. 


6. Lorsque la fonction f(x) est bornée et le noyau satisfait 
a la condition III, les fonctions g(s,c) sont uniformément 
bornćes, done les ensembles M,, M, et M, sont vides. On peut 
poser la questión, si les conditions auxquels satisfont ces en- 
sembles sont différentes dans la classe L et dans la classe L?. 
La réponse est négative. Considérons une fonction arbitraire 
F(y) satisfaisant aux conditions: S 


(*) 0< F(y) < + œ pour tout y >0, 
L(Y) > F(y,) pour tout y >y >0. 


Je dis que la fonction f(x) est intégrable avec F, lorsque 


hw 

f F(If(t)|) at <+ co pour tous les valeurs de r. En particu- 
8 
lier, si F(z) =z pour z >z, la fonction intégrable avec F est 
sommable *). 

Théorème IV. A toute fonction F(y) satisfaisant à la 
condition (*), à tout ensemble M du type Gs de mesure nulle, 
a tout système fini de noyaux K;(s,t), i—1,2,...n, satisfaisant 
aux conditions I, IV, VII et a tout système fini d'ensembles Si, 
de nombres réels non bornés superieurement, on peut faire corres- 
pondre une fonction finie f(x), intégrable avec F, telle que 
gilt) — f(x) pour tout ze CM et tout 1=1,2,...n, lim g;(#,x) = 

N—>0O 
= + oo, limg;($, 1) = — co avec seŃ,, pour tout cze M et tout 
R—>CO 
D RE A. 


Théorème. V. A toute fonction F(y) satisfaisant a la 
condition (*) et a tout ensemble M du type Gs, de mesure nulle, 
on peut faire correspondre une fonction f(x), integrable avec F, 


2) Étant donnée une suite de fonctions (F,; dont chacune satisfait 
à la condition (*), nous dirons que la fonction f est intégrable avec {Fn} 
lorsqu'elle est integrable avec chaque fonetion Fa, p. ex. les fonctions 
de classe L pour F,(y)= 74. En posant: 

F(;) = max[F;(7), Fa(y),...Fa(y)] pour tout ye[n—l,n). n=1,2,3,... 
on peut réduire le cas envisagé au cas précédent. [I est aisé de voir 
que la fonction F ainsi définie satisfait a la condition (*) et que toute 
fonction f intégrable avec F est intégrable avec {F2}. 
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approximativement continue et semicontinue et une fonction abso- 

lument continue p(x), telle que g'(x) — f(x) pour tout z, et f(x) = 

+ 00 pour tout xe M, 1< f(x) < + œ pour tout ceCM, et 

en outre que Von ait lim g(s, x)= f(x) pour tout x si seS, pour 
S— C0 


tout noyau K(s,t) satisfaisant aux conditions I, IV, VII* et 
tout ensemble S non borné superieurement. 


Démonstration. Étant donnée un ensemble M du type G; 
de mesure nulle et une fonction F, je vais construire une fonction 
f(x) satisfaisant aux conditions du théorème V et une fonction 
f(x) satisfaisant aux conditions du théorème IV. 

La démonstration est analogue à celle du théorème III, 
avec les changements qui vont suivre: 1) en effectu- 
ant la construction il faut tenir compte de la condition 


dt—0, qui n’est pas une conséquence 


h>0 } l 


h 
lim w J re +t) — f(x) 


de la continuité approximative, lorsque f(x) est non bornée, 
2) il faut supposer l’intégrabilité avec F, cependant on peut 
admettre que F(y) > y, car dans le cas contraire il suffit de 
remplacer F(y) par f(y) = max ly, Fly) |, la fonction inte- 
grable avec F, étant évidemment intégrable avec F. 3) il est 
nécessaire de démontrer les inégalités (45), (51), qui pour les 
fonctions non-bornées ne sont pas les conséquences immé- 
diates de (23) et (25). On peut satisfaire à toutes ces conditions 
supplémentaires par un choix convenable des ensembles %,; 
quant à 3) j’applique la condition IX. En choisissant, comme 
au théorème III l’ensemble dćnombrable infiniment croissant 
de valeurs de s„„+;, on peut considérer les noyaux K;(Smn+-, t) 
comme les valeurs d’un seul noyau x(s,t) défini sur un ensemble 
dénombrable de valeurs de s=Smni;. Le noyau x satisfait 
4 la condition IX d’après le corollaire au théorème (0), c’est 
à dire, il existe une suite de nombres positifs dy 0, tels que 


(55) | MOE awe t) | dt < (On, Smnti) pour tout | M | S Òk, 


M 
op 


(56) b kq(ók, Smn+i) < + CO pour tout Smati- 


k=l 
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* Choisissons les ensembles ©, de sorte que 


L 
(51) |€%.,) min Éd 61 pour k u= 1, Zo dka si. 


On peut Patteindre sans difficulté, car, d'après (30) on 
a Dy, D Fr, et F, sont des ensembles fermés arbitraires tels 


que dr, CM, CF;,=G, et comme M= II G,, |M|=0, on 
par ! 
peut choisir G, de sorte que [Go] = e(k), e(k) étant un nombre 
positif arbitraire, dépendant de k, en particulier tel que 
[Gel > |C@,,| entraine (57). En outre, je définis les ensembles ©, 
en profitant de-la seconde partie du théorème de MM. LUSIN- 
MENCHOFF (A) de sorte que (la formule %32)) 
(a h, AA) Orga! 
2h 
pour tout we", et tout h>0, en particulier pour red, et 
ceb, , et pour tout h>0. 
Les ensembles ©, étant ainsi choisis, il suffit de poser 


| 
(58) >]1-—%h2* pour tout k>0, entier, 


f(t) = Q(x), fa(x)= Q(z) cos Z X(x) pour tout re CN. 


in effet, les ‘tions f,(.1) et f(x) sont approximativeme 
En effet, les fonctions fy t fą(a:) sont approximativenient 
continues et la fonction f(x) semicontinue inférieurement, 


‘ar selon (38) elle est une fonction continue non décroissante 
de la fonction w(x”) semicontinue inférieurement. Elles satisfont 


AM x Vly o 
a la condition lim z | f(a +t) — f(x)| dt —0 pour tout x e CM; 
h>0 


il suffit de la démontrer pour la fonction f(x), 
T 
falx -+ t) — fo(t)| * [eos OX pt)|- | (x + 1)— Q(æ)| + 
+ |Q(a)| -| cos = Ma: t)— cos; ZO (x), 


Q(a)| = Q(x), et daprès (40) et (43) 
h 
Me | ICOS = Ox +t) cos 5! Xx) dt = 0. 


hv h = 
J 
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Pour £>0 arbitraire, il existe un nombre hy> 0, tel que 
pour |t|<hy on a 


x+ t) — Q(x) > — z 
Par suite, pour teK,(c.ad. tels que te(0,h), Q(x+t)— 
— Q(x) <0) on a ; 


| ! 


| 


1 z n ! 
(59) md (Olx + 1)— Q(a)\ dt < 7 hy. 7 =" pour tout |h|< hg. 
K, 


D'après (37), (39) la fonction Q(x) satisfait à la condition: 


Pr 0€ 0 


Axr) = 2k pour tout TePy, —Pyy », A=2,3,... 
{(x) —2 pour tout re®,. 


(60) 


Je désigne par kọ le plus petit nombre entier À tel que 
æeD»,. Alors d’après (60) on a pour l’ensemble E, de t tels 
que te(0, h) et Q(r+t) — Q(x) > 0 


fete +9 — Qt dt = f +- 5 $ Z F + 


(61) ” Es Poppa PO E( Dipp Doga) Eo Pareto 
3 oo 
y ` 
+ (G+ 2k—2k)| KOX, à, 
k= Ra 


` 0 ‘a A À 4 () 
où teQ, Cad. ttem, alors [CD,]= |CP n]. 


Comme LE Dna = (0, h) CP r+ 2| y T E Dj, C Dor , la for- 
mule (58) donne: 


[e ©) 


" ' b « d Y 1 J e | f 9 7 
> (6+2k—24,)|HCGY, al J (63 2k—2k,) 222 < 
1, a X 
< SWAG ki < SRD 28.608 = GR, 
k= 1 kl 


car E, CP% C(O, h) CPs et 


kawt h) N| (wh, wth) N| 
\h| 7% aa 
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pour tout ensemble mesurable N, et en particulier pour 
N- Cr». Sur Pensemble ©; on a, selon (60), 
{x+t)<L2k,+2, et comme ((r)>2kq--2, on a, en tenant 
compte de l'inégalité ©O(1+t)—2(v)>0, |Q(a+1)—(x)| <4 
pour tout te Ey, Po 2. 


La fonction Q(x) étant continue approximativement, £=0 


est le point de la densité nulle de l'ensemble P= CZE t) — 


E Ne 
—((x)|> si par. suite il existe un nombre h,>0 tel que pour 
|h|<hħ, la densité moyenne de cet ensemble dans (0, h) est 


. . ` É M "p" T M 
inférieure à —. Comme Fy, = E, T+ ECT, |E T| </(0, h) TI, 


16 
on a 
Y 16 0 LATTES ee 
(63) J (Q(x + 1) — 2(x)| dt = |. + 3 < 4| | 15 Abi 
E, Pop 19 KĄT b 9 Es Dy CT 


pour tout |h| < hy, 
Les formules (63), (62), (61), (59) donnent pour tout 


|A| < min (ho, h) , 


-6/h| + ; 


tol ” 


h 
Wey g LA47 LE 
~ Om -| Or hove LIS 
h J ala + )— So) |e mJ ne 
0 É, k, 


h 
> í |2(z-+ t)— Q(x)| dt <e 


0 


(64) 


pour tout |h|-< min (lo; zę)» Cap... 


l 
Pour zeM on a geb, pour tout k, en particulier 
d~ dist (£, Por) > 0 pour tout k > 2, d dépend dek, lim d(k) = 0, 
k-o 


donc pour x) te(x—d,x+d) CM on a, selon (36), (38), 
h 


5 f Me t)dt>2k—2 


0 


(x --t) >2k—2, et comme Q(r+1)>0,on4 
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pour tout |h|<d, k étant arbitraire, il en résulte que: 


(65) ahi fa (x + t) dt = + oo. 
j h>0 J 


La fonction Q(x) est intégrable avec F, f,(x) Vest aussi, 
car dans un intervalle fini (u, v), arbitraire, on a selon (57), (60) 


fre F(2(t)) dt = f y f | < F(2)|(w, 0) Po] + 


Go) Py 6 AŻ (u, o) (*4—b24 2) 


RM | 1 
- NPC Dh] <F(2) (6—u) + A > 


F(2 kY 
k="2 ke=2 
K) , \ L 
< F(2) (ru) + 2 MR 00% 
k=? 


Je t) |) a= | 4 >) | , 


(u, v) bo kR 2 (u, v) (Pop—Pop—o) 


mais pour reQ, on a (| = 120] | eos 200) <Q(t) et pour 


cedy—Py_- on a |f.(t)|<|Q(t)|L2k, c'est u dire pour l'inté- 
grale f, subsiste la même limitation que pour Dintćgrale de £2. 
zn posant f,(1) = + co pour tout re M, j'obtiens une fonction 
approximativement continue pour tout æ et continue pour 
tout xe M, et intégrakle, puisque’ F(y)> y. Son intégrale 


f AU t) dt = =g(x) est une fonction absolument continue; en outre, 
0 

il résulte de (65), (64) et du th. I que g'(x) — f(x) pour tout z 
et d’après la définition de Q(x), 2< f,(1) < + © pour tout re CM; 
il résulte aussi du th. I la seconde Sa. du th. V. Il en Maite 
aussi la convergence de l'opération correspondante a f(t) sur CM; 
il ne reste que la démonstration de la divergence de l’opération 
sur M. À cet effet, il suffit de changer la définition des fonctions 
m(t), n(t) dans (23) et (24), de la maniere suivante: comme 
Rocznik Pol. Tow. Mateni. T. XIX. T 
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VII-VI, a tout à > 0 correspond le nombre C'(0) = max Cô) > 0 
tel que SYS 


(66) |K;(s,t)|<C(ó6) pour tout s et tout tela, —d] + [0, b]. 
On peut supposer, que ce nombre soit si petit, qu’on ne 


puisse pas remplacer ((6) par C(ô)—1 dans (66). Je choisis 
k,(l) = E(20C(1) + 2),. alors d’après (66) et (60), (57) on a: 


+) b - 
f+ [Kiss Dhla“ t)| dt À | à J | 
EL 


(la, "1-4, OD PA, gh "o da "H+ Op DS, — hy) 


[Iks t)) - fala 1)| dt <C() Je LY|dt < 
(la, NLL OD (= Fy 9) De E 

LS CIE ap, — CH)'2k 

C():| Ody a|:2k FCI?" 


=| b i l h 


J- J (Eds t)fole+ Oat <(2ky— 2) |+ | Kd Dei 
167) ee Z i Zk 
SA 
z Ak? » 
k A 


(68) W. - < J > dz = RE EE N C(l) L 


Je désigne par si le plus petit nombre entier m tel que 


5 1 


pour er = "eż 2,5 Wy, ventes ROM) 


le nombre m(l) existe en vertu de IV pour tout 120. Le 
nombre (l) étant ainsi choisi, je désigne par k(l) le plus petit 
nombre entier supérieur à 1, tel que 


` | ; 
(70) 2 Kn(ôrs Sn) < gs Pour Hite te Tyee R. 
kk, 
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D’après (56) ce nombre existe. Je désigne par 7(l) le plus 
grand nombre positif, tel que l'inégalité |N|<7(1) entraine 
toujours 
_ $ PA pe 3 1 7 ‘ 

(i 1) | A i (pom nis t)| dt < 32(k,() —1) pour tout + = l; 2) see WU, 


s 
On a, comme dans la démonstration du théorème IIT, 
b 
— : à A 3 
n(l) < 21l, car dans le cas contraire on aurait ECEN t)|dt<>>, 
> Us 


a 


contrairement à I. Je pose pour 1>0 


y(l) = borne inf > pour tout I< 1 
ILx<1 - 
(72) M 
y(h = nt) pour tout />1. 


La fonction non décroissante y(ł) est positive pour tout 
1> 0. Dans le cas contraire on aurait pour un certain [| -1,>0: 


(73) borne inf (x) -- 0. 
PE x € 1 


Comme n(x) ne depend que de k(x) et m(x), et k(x) ne 
dépend que de m(x), il suffit de démontrer que m(x) ne prend 
dans l'intervalle (l9, 1] qu’un nombre fini de valeurs, car alors 
n(x) ne prend qu'un nombre fini de valeurs dans [4,1], et 
ces valeurs étant positives, l’égalité (73) serait impossible. 
A cet effet je désigne par m(l,e) la fonction qui s'obtient de 


m(l) en remplaçant par e dans (69). Pour e fixe 


1 
m(l, e) est une fonction non croissante de l, et pour I fixe-une 
fonction non croissante de e, Je désigne par ((0) la borne in- 
fórieure de tous les nombres C(ô) satisfaisant a (66); alors 
((6)>|H(s,t)| pour tous is, tela, —0]--[0,b]; en outre ((0) 
est une fonction non croissante de à et d’après la convention 
admise, ((6) <€(6) <{(d)+1. Par suite, pour tout zelłq, 1] 
on a 

l l | LA 
leke D) 16 EC C(x) +3)” 16E(2C0,)--3) 


- Ep 
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1 
jag i z, mm. - ACE Fa R) zak. = i 
mL) = m (w, t6k4(2) 5) << M(L, Eg) < M(lp, Eg) = Mos done (x) ne 


peut prendre dans [2,, || qu’un nombre fini de valeurs 0,1, 2, ... mę. 
I! résulte de (72) que y(l) < 1. En remplaçant y(2) par y(ł) dans 
Ja définition de ®,, j'obtiens, comme dans la démonstration 
du théorème III (les formules (46), (50)) pour la mesure „ de 
l'ensemble des æ-+t, N;,=(a—u,c-Fu)Cdy, y <2u y(u), 


(74) p < y(t) 


| Klem (uy nei t) fo(t + x) dt = l A ASmnęi; t) falt + t) dł . 
(75) ° a 


| J |Kszin t) falo +t) dt J A J Hlsmnetyt) fale + t)| dt, 
` śr. | 


aa 


ch TEREN 


J | AA Sr ntis t) Jal c + t)| dt < 2k fu |K Smati, t)| dł < 


AE N, (Pog— Pop) N, (Par—Pok—2) 
(77) 
< 9 k f | K (Sin n-Liy t)| dt G 2 kn(ók, Sm eet 
CP 242 


d'apres (60), (57), (55), 


f Kisna t) fa (x + t) )| dt < ( (ska ar I |A(Smn+t; t)| dt : 
(TR) Mhhh M 


p 
16 
d'après (60), (74), (71), pour tout 3 =1,2,...%, 


Go 


J = +. Í 
GAR OWIEC Sani b) falaid < D Ends, Sins) < Tę 
RER Nba — Pok —2) k=5k, 


pour tout & = 1,2,...%, 
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d’après (77), (10). Les formules (76), (78), (79) donnent 


(80) J IK fana t) fale + Hdi < > pour tout 4 =1,2,...n 


N, 


Les formules (67), (68) et (69), lorsqu’on y remplace l par u 
et $ par Smnti, donnent: 


—4 b \ 
om l 
” ya ‘ | = 6 a Ea DE 
(81) [+ fasse tie + t)| dt < + (2ko 2) 16( ko 1) 4 


pour tout 2=1, 2,...n. 


Comme, d’après (39), (41), f(x +t) =4h pour tout 7+ teN,, 
[N, = ({—u, u] —N,) OM] on a, d'après (81), (80), (75): 


b 
rd 
IEC dt > Ak f HAs asin tat {3° 
a NG 
et selon I, (69), (71), 


b 
| BNO: 101406 t) dt > Í (Sn, 0) di JIE Aint t)| dt = 
V. a N- 


— u 


h 
| | LONE 
Js [ans d> 16 399 
u 


a 


donc, finalement: 


(82) fr Sm ni, ©) fa( 0 + t) ee -4k = pour tout à — 1, 2 LR EE 


m 


e e l e 
D'une manière analogue, en vertu de (42) j'obtiens 


b 
(83) ` f Elsam Dhi dt <— zz (Ak 2)+5 


pour tout 2 = 1,2,...n. 
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Comme dans la démonstration du théorème III on a m(u) > oo 
pour u->0, c’est à dire pour k—>oo, par suite en tenant compte 
de ee et (83) j'obtiens pour tout ? = 1,2,...n et tout ve M: 

b 


ia 


lim f ka (s, t) f(x+t)dt=— + oo, lim IEC t)f(2 + t) dł = — 
s->00 * 


joe se Sj, (Carns iz LO; Me Sete AlE 


Corollaires — analogues a ceux relatifs au théorème III. 
En particulier il existe une fonction absolument continue g(x) 
admettant la dérivée finie pour tout xe CM, dont les deux dérivées 
supérieures de DINI sont égales à + 00, les deux dérivées infeé- 
ricures sont égales à — co pour tout xe M (les points du type x). 
La fonction f(x) permet de donner la réponse affirmative 
à la question 3) posée par M. V. JARNIK (Tohôku Math. Journal, 
t. 37, p. 249, 1933) et je Pai envoyée (sans les théorèmes concer- 
nant les noyaux) a Tohôku, au mois de mai 1941 (manuscrit 
mai 1940). 

En appliquant la fonction f(x) il résulte aussitôt la resolution suivante 
du problème de M. Fréchet: Tout arc simple, ayant la tangente (partout. 
p. ex.; ce n’est pas nécessaire) admet la représentation paramétrique partout 
dérivable, la dérivée étant finie. M. À. J. Ward à démontré (Fund. Math, 
t. 28, p. 280—288) qu'il existe une représentation paramétrique presque 
partout dérivable, par un changement convenable du paramètre, En ehan- 
geant le paramètre encore une fois avec l'application de la fonction f,(t) 
j'obtiens la résolution définitive (X 1940). 

Il est facile d'atteindre que la somme des fonctions 
f(t), f(t), f(t) Soit intégrable avec F, à cet effet il suffit 
que chacune d'elles soit intégrable avec la fonction F;(y) = 
= F(3y), car nous avons alors 


F( AA + |fa(t)]) < F(3 max (|Ą(2)|, |fa(t)|, |fa(t)|3) 


f F(O|-+ |falt)| + Il) dt < fm F(3|/(4)|)d 


aie elo ape es POIL 


3) Existe-t-il une fonction continue, partout dérivable, dont la dérivée 
est égale à +00 aux points d'un ensemble Go de mesure nulle, arbitrairement 
choisi, et finie aux points de son complémentaire. 
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Par le changement du signe des fonctions f, on obtient une 
fonction pour laquelle g;(1) = — co pour tout xe M; par l'ad- 
dition des fonctions convenables on aboutit au théorème 
suivant: | 

Théorème VI. À toute fonction F(y) satisfaisant à (*), sur 
chaque couple d'ensembles disjoints, de mesure nulle, M, du 
type Go, et M, du type G; et a tout système fini de noyaux }'{(s,t), 
avec 8 e S(S,etant un ensemble donné, non borné supérieurement, 
arbitraire d’ailleurs), satisfaisant aux conditions I, IV, VII, 
on peut attribuer une fonction f(x) integrable avec F, telle que 
toutes les opérations sont convergentes a une valeur finie de f(x) 
pour tout ve C(M,+ M,) et divergentes avec Voscillation finie 
pour tout xe M,, avec Voscillation infinie pour tout re My. 
Lorsque les noyaua satisfont aux conditions I, IV, VII*, a tous 
quatre ensembles disjoints, de mesure nulle, M, du type Gi, 
M, M, et M, du type Gs on peut faire corerspondre une fonction f(x) 
intégrable avec F, telle que toutes les opérations convergent à une 
valeur finie f(x) pour tout ce C(M, | M,+M;,+M,), a + co pour 
tout ce Mz, à — © pour tout re My, divergent avec l’oscillation 
finie pour tout xe M,, avec Voscillation infinie pour tout xe Ma. 

Je pose les problèmes suivants: 

1) Existe-t-il un noyau A(s,ćt) non borné, éventuellement 
satisfaisant aux conditions I, IV, VII, tel que pour toute fonc- 
tion f(z) non bornée sur tous les ensembles de pleine épaisseur, 

s 
on ait j |K(8,t) f(x + t)| dt = + co pour certaines valeurs de s 
a 
et x? 

2) Peut-on à tout ensemble M du type Gs, de mesure 
nulle et a tout noyau K(s,t) satisfaisant aux conditions I, 
IV, VII (et éventuellement a IX) associer une fonction f(x) 
pour laquelle l'opération converge à + œo pour tout xe M et 
à une limite finie pour tout ce CM? (ou M du type Mos, |M|=0, 
lim g(s, ©) < + oo pour tout xeCM). 

8 ->00 

3) Quand peut-on à plusieurs noyaux «KA (s,t),... K „(8, t) 

satisfaisant aux I, IV, VII, et aux ensembles Ni, Na,... Nn 
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du type Ga, de mesure nulle, faire correspondre une fonction 
f(t), telle que Popćration ?-ème soit divergente pour tout re N, 
et converge pour tout ceCN,, 1= 1,2,...n* 

Lorsque, par exemple, n=2 et A,(s,t) constitue le noyau 
de la sommabilité de la série de FOURIER par la méthode 
(C, 1), K,(s,t)— par la méthode (C,2), alors il est nécessaire 
que N;CN,; cependant an ne sait pas si cette condition est 
suffisante. 


4. Pour certaines classes K de séries trigonometriques il 
existe un nombre D(K)ef[0,1] tel que si D(A)=0, tous les 
séries de la classe A convergent presque partout et inversemment, 
lorsque D(A) — 1, il existe une série de la'classe A divergente 
presque partout à Voscillation +00, et inversemment, en 


outre D(K) = lim lim B(n,b), b>0, n>0, n entier, B(n, b) 
a ho n->oa 


n’ 


BR a, TS mentier, M(n,m) > étant des expres- 
sions finies, rationelles dépendants de A, et ne contenants 
outre n et m, que les constantes déterminées. Les classes A 
peuvent être suivantes: l) la classe des séries à coefficients 
bornés, 2) la classe des séries à coefficients O(a,), a,>0, a,—0, 
3) la classe des séries de FOURIER-LEBESGUE, 4) la classe des 
séries de Fourier des fonctions à carré sommable (Z?), 5) la 
classe (L°), a> 1, 6) la classe des séries de Fourier des 
fonctions bornées (B) (resp. continues (C)). Pour la classe 4 
(L?) on peut admettre: 


i an A x ni 


= (i—1) 3 a Aw 2 Vu, v = Vu 
| ) ho} a; hem uml į UE 2 
M(n.m) -(2n ja > r DRE EE a | ae AE V CEF 
Pax FI -LF PU nasi "JI EI ria 
‘ p=] u=] ML 
où 
l n3 
>> Pik, = Vuw 
n+l k (3 -Í (2k 1)! r! 5 
i S a + a e 
a MS wiska ay oa | 
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i n n+l 
, 
Pu Var 2, (26 + L) > ru [AT 
o=Î| 0 Lol 

na 

n > 
Í = Vaw sil 
- s am] KU 
va! do 1 


s 


J (a, M, ss. An) = 1 pour a, F0, J (as ayy... Ap, Oyj, ee An) nt 1 


pour a, 0, ay; = Ujo sld sz i 
4 2” ję | 
' i k n’ 
aH: (dk * | 2 JA . \' 4” | N° | 
E > r T Le . 
att a - , fk dad D Lok i> Puy 
= 4s veel /—=1 u 1 


=" uf") 


Les nombres 7,4, Sont entiers non- négatifs, tels que 
n-t1 k 
A " U \ o ‘tr l 
> ` fiko = 20. Quand v varie de La +, nous obtenons tous 
— 
k=1 I=1 
ces systèmes, qui sont différrents entre eux par les valeurs numé- 
riques et par l’ordre, a,» parcourt tous les systèmes de nombres 
entiers non négatifs (qui différent entre eux parles valeurs numé- 
| 4 ni 
. - . a . ` 
riques et par l'ordre) satisfaisant aux conditions: N s Yu gt M, 
— | — 
v=ła 1 
i 
| . 
LŠ Vao > L pour tout u, tous les nombres qy, 4a... Qn+1 SONT pairs. 
næ] | 
Evidemment 0 < D(C) = D(B) < D(L*) = D(L')=1 et n’est pas 
0< D(L?)<1, O<D(C)<1 Je pose les problèmes: D(L?) = 1, 
D(L)=—0?, DC)= 17, D(C) - 0? 


SUR UN PROBLEME DE CARACTERE INTEGRAL 
RELATIF A L'EQUATION: 


2 


-~ 
~ 


Or, y) zz = 0 
S 


>| Q 


= 


DEFINIE DANS LE PLAN TOUT ENTIER 


Par JACEK NZARSKI, Krakow 


Introduetion. 


‘onsidérons ARE CU linéaire aux dérivées partielles du 


premier ordre: 
(1) cal + Q(x ny) 0 


M. T. WAŻEWSKI a démontré le théorème suivant !): 

„Il existe un ensemble ouvert et simplement connexe 
et une fonction Q(x, y) possédant dans 2 des dérivées partielles 
continues de tous les ordres, tels que toute intégrale de (1) 
possédant des dérivées partielles continues du premier ordre 
et valable dans 2 tout entier est forećóment constante”. 

L'ensemble © figurant dans le théorème de M. WAŻEWSKI 
est d'une structure assez compliquée, Or on serait tenté de 
supposer que la construction de la fonction Q{(x,y) n'est possible 
que justement -grâce à cette structure compliquée de 2. 
M. WAŻEWSKI mva done proposé de construire une fonction 
Q(r,y) jouissant des propriétés analogues dans le plan tout 
entier, Mon travail présent a pour but la solution de ce pro 
blème. 


Q 


= pea ra 


1) T. Ważewski: Sur un problème de caractere integral relatif à légua- 


tion: = + O(a, nE 0, Mathematica, Volumul VIII, p. 103—116 
c ci 


po 
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Théorème principal 1. Tl existe une fonction Q(x, y) 
possédant, dans le plan tout entier, des dérivées partielles 
continues de tous les ordres telle que chaque intégrale de l’équa- 
tion (1) possédant des dérivées partielles continues du premier 
ordre et valable dans le plan tout entier est forcément constante, 


Théorème 2. Il existe une fonction Q(r.y) jouissant des 
propriétés analogues dans le carré: rl <a; |y| <a (a est un 
nombre fini). 


I. Nous en allons effectuer la démonstration en plusieurs 
étapes. Pour la simplifier nous introduirons d’abord quelques 
définitions et nous démontrerons quelques lemmes prélimi- 
naires. 


Définition 1. Une fonction f(c,y) définie dans un en- 
semble Z sera appelée, dans la suite, fonction de classe C”, 
lorsqu'elle possède des dérivées partielles continues de l’ordre n 
dans l’ensemble Z. Elle sera appelée fonction de classe C®, 
lorsqu'elle possède dans Pensemble envisagé des dérivées par- 
tielles continues de tous les ordres. 

Définition 2. Supposens que la tonetion 4(a,y) soit dé- 
finie dans un ensemble ouvert 2. Une fonction quelconque 
(x, y) sera appelée intégrale de l'équation (1) dans l’ensemble Æ 
ouvert, contenu dans O, si: 

a) z(c,y) Satisfait à l’équation (1) dans l’ensemble Æ. 

b) z(x,y) possède la différentielle totale pour tout point 


yy 


de l’ensemble E. 


Nous entendons par la PA. 6) que, pour tout point 
(Ty, Yo) € E, il existe une fonetaon e(x, y) satisfaisant à limpli- 
cation suivante: 

(2) (£, Y) > (To, Yo): 2 elx, y) +0 


& 


et telle que l'identité: 


2) Mes Yo) © OT Te Yo) (Y— Vo) + 


(3) he. pee PLAT 
+ ex, yao — ciety — ala)? - 


„ubsiste pour tous les points appartenant à un voisinage sutfi- 
Samment petit du point (£o; Yo). 
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Définitions 32). Supposons que: (1, Ype ECR. 
Nous dirons que le point (£, yy) est horizontal par rapport 
a la fonction Res yy et a l'ensemble Æ lorsque, pour toute 
intégrale (cf. déf. 2) z(x,y) de Vequation (1), valable dans Æ, 
on aura: 
(d'os Vo) = 0. 


En vertu de l'équation (1) on aura alors aussi: 
los Yo) = U. 


Lemme 1. Supposons que: (£y Yo) e FG CEC &. 


LI résulte immédiatement de la déf. 3, aue si le point (£o, Yo) 
est horizontal par rapport à la fonction Q et 4 l’ensemble £,, 
il Pest aussi par rapport à la fonction Q et » l’ensemble K. 


LT. On sait que: 


dy Er 
c) H= Qe 


est l'équation des caractéristiques de l'équation (1). 

Lemme 2. Supposons que d{r) soit une caractéristique de 

l'équation (L), définie dans l'intervalle: 

(5) «Lx <b 

et située dans l'ensemble ouvert ET Q, et que Q(x, y) soit de 
classe C! 

Nous atfirmons que, si le point (te, 341,)|, (Ol vy appartient 
à (5)) est horizontal par rapport a la fonction © et a l'ensemble Æ 
(cf. déf. 3), tous les points situés sur la caractéristique envisagée 
jouissent de la propriété anatogue. 

Démonstration. Soit z(x,y) une intégrale quelconque 
(ct. déf. 2) de l'équation (1) valable dans k. Désignons par: 
yu Jls, én), la caractéristique de l'équation (1) passant par 
le point (2,7). Nous aurons alors: 

(6) Y(1)=y (x, Los V(£y)) . 


5 > ` ° > 
Soit æ un nombre quelconque appartenant à l'intervalle (5). 


2) Cette définition a été introduite par M. W dów dans son travail 
cité dans la remarque ?). 
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Comme on le sait 3), il existe un nombre positif 0>0, tel 
que si: 


(7) U; ry) <= O a 


alors la caractéristique y(xr,x,,n) est définie et située dans E, 
>; = 
pour rps <a. 
En vertu d’un théorème bien connu?) nous avons légalité: 


(8) elnan) = ale, G (©, don) 


pour tout x, pour lequel la caractéristique y (£, £o) existe, 
étant située dans Æ. 
Pour 7 satisfaisant a Pinégalité (7), nous avons, en parti- 
culier: 
 . © 
(9) 0 {To 7) = zla; Y(T, PAU) . 


En différentiant l'identité (9) par rapport à y et en posant 
n= Pay), Nous obtenons la relation: 
oy (2, UC )} 


(10) CA A JEM) ACA y (a, rę, V9) 


| on. 


Selon notre supposition nous avons: (ct. def. 3) 
y (Tos Wa, ) 0 
et d'après la relation (6): 


a [0 ő 
w Y (T, rs OT) Ha). 


© L'égalité (10) prend done la forme: 


. _ dy 
zy(r,0(2 ) - 7 


A 
. Ou . D Pr 
Mais 3, étant toujours ditférente de zéro‘), nous en con- 
t) z | 


Leipzig 1930. (Puisque nous aurons à citer, à plusieurs reprises, le manuel 
sus-mentioné, nous nous servirons, dans la suite, de la notation raccourcie: » 
Kamke: D. r. F.). 

4) Kamke: D. r. F.: p. 298: Satz 1. 

5) Kamke: D. r. F.:p. 155, Satz 1. 
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zy(z,0(2)) () 


G4; A = , 
æ étant un nombre quelconque de Pintervalle (5) la démon- 
stration se trouve ainsi terminée. 


IIE. Soient g (£) et gay) deux fonctions de classe C! défi- 
nies respectivement dans les intervalles: a <T<Adj; 4 <Y<@o 
(a,,0,, 4,45 finis ou infinis). Supposons que les dérivées des 
fonctions g, et ga satisfassent aux inégalités: 


(tj NE gr) +0,  gs(9)-E0. 


Introduisons la transformation: 


Z= (r) 


(T) 3 
y= Ya) 


PE) 


A 


et Supposons que Vensemble: 
(12) “<x LE db y< 


soit transformé par l'intermédiaire de 7 en ensemble Q. 
En vertu des inégalités (11) la transformation T admet 
une transformation inverse bien définie. Dćsignons — la par: 
L 


. 1 
E E 
Y= gr (Y). 
Considérons maintenant Péquation: 
(13) PE | de Oo) Jal (y)) > yi(x) © @ 
or Oy ply) 


Lemme 3. Nous affirmons que pour toute intégrale (cf. 
déf. 2) z(x,y) de l'équation (13), valable dans Pensemble (12), 
il existe une intégrale z(z.y) de Péquation (1) valable dans 2 
telle qu'on ait l'identité: 


(11) z(x,y) = EAF dans Pensembte (12). 


Soit, en effet, z(x,y) une intégrale quelconque de Véqua- 
tion (13) dans l'ensemble (12). Définissons la fonction ż(ż,y) 


par la formule: 
df 


(15) ż(2,4) = [eey I 
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Il est clair que la fonction 2(%,y¥) ainsi définie posséde la 
différentielle totale pour tout point de l’ensemble © et qu’en 
vertu de (15), l'identité (14) est remplie. Pour démontrer notre 
lemme il suffit done de prouver que la fonction ż(z,y) satisfait 
a (1). D’après (15) nous avons des identités: 

z Ee lle E | 
1 


u ð dy gly) 


ox gawr 39 


I] résulte de (13) et de (16) qu'on a: 
Cz B 1 


: 

= + —— *(q,(1T1),9.(1 = 
z 3y gly) UCACZ nw) |, ‘ ay 
ce qui termine la dćmonstration. 


IV. Nous définirons maintenant une fonction /(X,F) dont 
nous allons nous servir, dans la suite, à plusieurs reprises. 
Posons d'abord: 
df Śl 
A(x)=e 2 pour a +0 
dt 
A(x) = () ais L = () 5 


On sait que la tonction A(x), ainsi définie est de classe C” 
sur la droite numérique toute entière et qu’etle s’annule avec 
toutes ses dérivées pour z=0. 

Sur le plan dépourvu du point Y = Y= 0, je définis ensuite 
la fonetion F(X,Y) par des relations suivantes: 


df (AX 
IX, Y) „| y) pour Y +0 


df 
HSE OWI „ Y=. 


Lemme 4. Soient X(x, y) et Y(x,y) deux fonctions de 
classe (© dans un ensemble ouvert 2,, et supposons qu’elles 
remplissent l’implication suivante: 


(17) (ee, Yay) 0 2 -X(r,y) +0. 


Ceci étant supposé considérons la fonction: 


i af 
(18) P (x,y) =r (Xlr, yj, Yay). 
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Nous affirmons que: 

L^. La fonction I(a,y) est de classe C* dans Q,. 

20, Si (ry Yo) € 21, et si M(tg,ygj=0, alors la fonction T 
“annule avec toutes ses dérivées en ce point. 

30, Si (TY) €2,, et si la fonction Y(w,y) ainsi que toutes 
ses dérivées S’annulent en ce point, alors toutes les 
dérivées de la fonction I” y sont égales a zéro. 


Soit, en effet, (a, Yọ) Un point quelconque appartenant 
a Q, et supposons qu'on ait ¥(2y, Yo) +0. En tenant compte: 
1) de la définition des fonctions 4 et 7, 2) des propriétés plus 
haut citées de la fonction 4, et 3) de la formule pour les dé- 
rivées de la fonction composée, nous concluons, sans difficulté, 
que toutes les dérivées de la fonction 1° sont continues en ce 
point et jouissent de la propriété 2°. 

Supposons maintenant que, pour un point quelconque 
(Vy, 4,)€2,, on ait Ÿ(r,,%,) = 0. En vertu de l’implieation (17) 
nous avons alors V(x, 4,)-F0. Dans un voisinage suffisaniment 
petit du point (r y) la fonction / se laisse done écrire en 
forme: 

L RU” Y (U; yy 
(19) I(r,yj=e \X(x,y)l 


On vćrifie que la fonetion (19) possede dans le voisinage 


on [(«,y) 


envisagé toutes les dérivées continues et que la dérivée > 
OIP cy! 


a la forme: 


ante Ty) V Pir X(a,y), Y(r,y) 24 (r +) 


PZ dy! + On JĘZ 


i=l 
| ( Y (a, zy 
c" Ff(z,yjy € LY(z, y)! 
dc? cy! Bi (x, w] 


Les fonctions PY"? s'annulent identiquement ou bien 
sont des polynômes dont chaque membre possède comme 
facteur soit la fonction Y(x,y) elle même, soit une de ses déri- 
vées. Il en résulte que les dérivées de la fonction I satisfont 
a la, condition 3°. 
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V. Nous démontrerons, à présent, un lemme dont nous 
allons faire usage à plusieurs reprises. 


Lemme 5. Soit f(x,y) une fonction de classe C® dans 
un rectangle ouvert. Considérons l’équation différentielle ordi- 
naire: 
dy 
20 z = f(z, y). 

a dx Ma, y) 

Supposons que les fonctions (x), 7(x,, o(x) soient trois 

intégrales de l'équation (20) situées à l'intérieur du rectangle 


envisagé et detinies dans l'intervalle fermé: 
(21) MS L< To (T1 Tə). 


Supposons, en plus, qu’on ait dans l'intervalle (21) des 
inégalités: 


(22 pla) > x(a) > o(æ). 


Désignons par œ l’ensemble défini par des inégalités: 
(o) wy <0 <a,; o(a) < y < pla). 


et définissons la fonction I4(«, y) par la relation: 


| df (x) r r i 
MORTE Asin a asin Lal (cf. l'alinéa IV). 
(28) g(x) —o(x) Tr — tı / | 


Posons maintenant: 


df 
F(o,x,y) f(x,y) | ol'ilæey) pour (x,y) eo 


df 


(23) F(o;x,y)-= f(x,y) | pour tout au- | — ©0< 90 < + co. 
tre point du 
rectangle 
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Nous affirmons que la fonction Fo; x,y) ainsi définie jouit 
des propriétés suivantes: 


vi) Fo, x,y) est de classe (© dans le rectangle et pour 
— C0 < 0 << + CO. 


v,) Pour tout o, g(x) et o(x) sont intégrales de Péquation: 


(£4) ~- = (030,4). 
6 
v3) Désignons par y(0;%) Pintégrale de Pequation (e,) passant 
par le point (a 4 2(24)|- La fonction y =x(0; r,)*) déter- 
mine alors une transformation continue et biunivoque 
de la droite numérique en intervalle: 


o(X,) < y < Gla). 


En vertu des propriétés de la fonction Ac), la fonction 
l'a y) est de classe C® dans un ensemble ouvert contenant 
l’ensemble œw (les fonctions o(x) et g(x) étant évidemment dé- 
finies dans un intervalle plus large que (21)), elle s'annule 
avec toutes ses dérivées sur la frontière de l'ensemble œw, tandis 
qu'à l’intérieur de lPensemble envisagé nous avons l'inégalité: 


(24) Dr, y) > 


En vertu de ce que nous venons de constater, il est clair 
que la fonction F(o; x, y) définie par la formule (23) possède 
les propriétés r,) et ©). 

Quant à la propriété vy), remarquons d’abord que, d’après 
un théorème bien connu ”), la fonction (0; 2.) est de classe C° 
sur la droite numérique et qu'en vertu de (24) on à Pinégalité: 
07 

: 0, 


a (9; Ty) 


Pour terminer la démonstration de notre lemme il sutfit 
donc de prouver qu’on a: 


lim 7(93 %.)=p(",); lim z(o; £2) Fo(it>). 
p-> + oo -> — co 


5) En vertu de la propriété (v3) et de Vunicitć de l'équation (e) toute 
intégrale de cette équation passant par un point situé dans l’ensemble o 
est définie dans (21). 

7) Kamke: D. r. F.: p. I6l, $ 88, 
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Nous nous bornerons a la démonstration de ia premiere 
de ces relations, la seconde se laissant démontrer d’une façon 
analogue. 

Remarquons d’abord qu'en vertu de (24) on a dans le 
rectangle et pour oœ 0 lPinégalité: 


(25) Fo; r, y) f(r, 4). 


Soit e=> 0, un nombre quelconque positif. Désignons par 
y(x) une intégrale de l'équation (20) définie dans l'intervalle (21) 
et y satisfaisant aux inégalitéà: 

\ 
¢(L) — E< y(r) < p(x) 


(26) 
WIL) < y(x) 


(en vertu de l’umicité de Péquation (20) une telle intégrale 
existe) pourvu qu'on en choisisse convenablement ‘le point 
de départ). 


Fixons ensuite deux nombres 2, et %, tels qu'on ait 
Dj < i< F< 22. Dans l’ensemble fermé et borné: 
(27) y="; ghe) Sy = y) 
qui fait partie de l’ensemble o, la fonction J’) possède, d'après 
(24), un minimum positif et la fonction f(x, y) est bornée. Nous 


pe 


avons done dans l'ensemble (27), uniformément: 


Geyer" lim Fo; ©,y) = 4: ©. 
0>+00 
Désignous par l, la droite passant par les points (Z,, 2(2,)), 


(£Z,y(7)) et choisissons un o> 0 de facon qu'on ait l'inégalité: 
4 


Y(Tg) — 41%) 


(20) F(o; 1, y) > + 
Tę— Z, 


dans l’ensemble (27),pour o > og. 

Pour o>o et 227, l'intégrale o(o;7) de l'équation (e,) 
passant par le point (%1, 7(&)) est située, en vertu de l'inégalité 
(25). au dessus de Vintégrale y(x)?}. autre part il résulte 


8) Kamke: D. r. F.: p. 87, Natz 4. 
9) Kamke: D. r. F.: p. 91, Satz 4, 
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de linćgalitć (29) que Vintégrale ó(o; cj, tant quelle se trouve 
dans l’ensemble (27), est située au dessus de la droite I. L'inte- 
grale 6(0;2) arrivant ©) jusqu’à la frontière de l’ensemble (27) 
nous en concluons qu'elle coupe l'intégrale y(x) dans un certain 
point de l’abcisse #, où A,<5<Z,. En vertu de l'inégalité (25) 
nous avons donc?) d(0;2)>y(x) pour x >x, d'où il résulte, 
d’après (26), qu’on a l'inégalité: 


(30) ó(0; do) > PT) —E. 


D’après (25) nous avons, dans l'intervalle (21), l’inégalité?): 
1(0;%0) > z(x) et, en particulier, l'inégalité: y(0:%,) > y(Æ,) — 0(032,). 
[l en résulte, en vertu de l’unicité de l'équation (e,), qu'on a: 


(31) z(o; 2) = (0; x) dans l'intervalle (21), pour o >. 


En rapprochant les inégalités (30) et (31) nous obtenons 
l'inégalité: À 


(32) x(0; Ta) > (te) — € pour 0 = 0. 


D'autre part nous avons, en vertu de l’unicité de Péquation 
(€p) et de la propriété *,), l'inégalité: 


(33) 4 (05 d'a) << PT2). 

Des inégalités (32) et (43) nous obtenons la relation: 
(34) |x(0; 2) —pl(zą)|<e pour o> oa. 
ce qni tent fe la démonstration. 


Remarque 1. Supposons que l'intégrale y(x) soit con- 
stante. On a alors: 0° g'(x) = f(x, y(x)) et par conséquent: 


(35) F(=1; x, z(2)) = — la, x'æ)). 


ln nous rappelant Vinégalité (24) nous voyons que la 
fonction F(— 1; x, y(x)) est négative pour a, < © < T. 


10) Kamke: D. r. F.: p. 75, Satz 2. 
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VI. AGO) Flkot£,0) Elxe+%,0) G(x,+24 0). 
giex) > ba 4 so (xt) 


 Dósignons par K(2o, b) le earré défini par les inćgalitćs: 
b 


3 
%9—4 CT <2, + I b; =b< Y < () (K (Xo, b)). 


Soit Z{x,,b) l'ensemble défini par les relations: | 
| L b 

Y< (r — Walk Y <5. YF (z ~~; Z\ (Xo, b)). 

Nous construisons dans le carré K (£o, by le polygone A BDE: 


| ł 
CAEN UE WG Ži <y <0; YZ -|z - Dy — 5 | (ABDK). 


Désignons ensuite par H(x,,b), le carré K(x b) moins le 
polygone ABDE. Notre but consiste à définir une fonction 
h(xą, b; ©, Y) jouissant des propriétés suivantes: 

w,) h(to, 03%, y) est de. classe Co» (par rapport aux Va- 

riables x, y) dans le carré K(2p, b). 

we) ho, b; ©, y) = 1 dans l’ensemble H(x,, b). 

wą) Considérons l'équation: 


dy 
(36) dr = h(Lo, b; Ty y). 
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Y 


_ Toute intégrale de (36) passant par le polygone ABDE 
se laisse prolonger jusqu’à ce qu’elle coupe la droite y =0 
dans un point eu labcisse satisfait à l'inégalité: 


b 
rz I < at 


w,) Designons par (xw) Pintegrale de l'équation (36) dont 
le bout droit est situé au point 4A(xry,0). 
Tout point de l'intégrale y(x) est horizontal (cf. déf. 3) 
par rapport à la fonction ÀA(x,,b;x,y) et à l’ensemble 
Z(Xo, b): K(wg, by. 

1. Considérons à cet effet la fonction: 


af ee 
L.(m%,0; £, Y) =1— F\ (xx) (y—2+ 20 -+7 dY] (ef. Palinéa IV). 


En vertu du lemme 4 (lalinéa IV), la fonction 7% ainsi 
définie 


a) est de classe ce dans ki plan tout entier, moins les 
points: A(X, 0), Gat 3 b, 0). 


a) est égale a L et toutes ses dérivées s’annulent sur les 
droites -AB et BD, moins les points A et G. 
a) Vannule sur la droite y=0, moins les points À et G. 


Adressons nous à l'équation: 


2: dy ) 
(37) de 1 2(%0 b; 2, y). 
Nous allons appliquer a cette ćquation le lemme 5 (cf. 


l'alinéa V). 


Posons, à cet effet, 7(x) — 0, pour +, Lo. e) La 


4 == 
fonction (x) est, en vertu de la propriété ag), intégrale de l'équa- ` 
tion (37) dans l'intervalle envisagé. Désignons par g(x) et a(x) 
deux intégrales de l'équation (37) passant respectivement par 


b b b 
les points: (Xp t g? 42) (Lo + + 1” Yı), (où — 5 <Y<0 <y et Ye 


est suffisamment petit) et DR NE oe — les dans Vintervalle: 
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b 3 
Totr<T: Bo (où mts Z Ryl Ty + 70): En vertu de la pro- 


priété a), la droite y =£ -- ay 1 b (e.ad. la droite BD) est 


integralę de l'équation (37). A cause de l’unicité de l'équation 
(37), les intégrales g(x) et (x) sont définies dans l'intervalle 
b 


Tę q' x < Bo et y remplissent les inégalités: 
3 ` ~ 
(38) Y= tt 4 r pb <a(r) <0 < ple). å 


Noit w, l’ensemble défini par les inégalités: 


b s X = 
(05) c, + i STE es T(r) SyS IT). 
Posons: 
U TX b 
df ~ (x ‘ dt À 0 i 
Ix, y) = A (sin stare) 1 ' 7) ETES z (ef. Palinéa V). 
Lo Zo i 


et définissons la fonction J'(x,,b5 c, y) par des relations: 


dí 

. Lo b; ©, Y) = Ltb; £, y)—lyfr,y) dans l’ensemble og 
(39) df 

l'a, 03 BY) * 1,20, 0; æ, 4) pour tout autre point. 


Il est clair, d’après le lemme 5, que la fonction I; possede 
la propriété a,). En vertu des inégalités (38), l'ensemble wo. A (29, b) 
est situé à l’intérieur du triangle ABG. Il en résulté, d’après 
la definition (39) et les propriétés a) et az) de la fonction 73, 
que la fonction /, jouit aussi de la propriété «,) et qu’on 
a Lidentite: 


(10) 14(%,,0;1,0)=0 pour MCL y+ 7. 


D’après la déf. (39) et la propriété az) de la fonction J, 
et en vertu de la remarque 1 (cf. Valinéa V), nous avons, en 
plus, VPinégalité: 

ł 
(41) I,(rę,b;%,0)<0 pour tot 7 <T<B. 
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Considérons, maintenant, l’équation: 
3 3 

dy 

dz 


et soit y(x) Vintégrale de cette équation passant par le point 


(42) L;(To, b; ©, Y) 


) : 
E(t + 4 » 0). D’après ce que nous venons de constater, les 


intégrales de l’équation (42) jouissent des propriétés suivantes: 


l 
a4) y(x) est identique avec la droite y = 0, pourzy= L= To T 


ł 

i <= LEŚ JR l'intégrale y(x) est 
située à l’intérieur du carré K(x, b) (cf. les relations (40) 
et (41)). 

a.) Toute intégrale de l’équation (42) passant par le poly- 
gone ABCE arrive au segment CE, au dessous du 
point E. 


tandis que, pour 2 + 


Pour les intégrales partant ales points situés au dessus de 
Vintégrale y(x), la propriété a.) résulte de l’unicité de l’équa- 
tion (42) ainsi que de l'inégalité (41). Pour toute autre inté- 
grale passant par le polygone ABCE, la propriété u,) découle 
de Vunicité de l’équation envisagée, la droite BD étant, en 
vertu de la propriété a,), intégrale de (42). 


2. Nous définirons maintenant la fonction 1',(2,, b; x, y). de 
facon suivante: 


df ; | b 
(to, b; ©, Y) 1+ ((Ty(ag, b; x, na) ft (y — x j Pot gs 
; | 
Ate — 2 — 5) 


D'après le lemme 4 (cf. l'alinéa TV) et en vertu des proprié- 
tés a) et a) dont jouit la fonction J, nous concluons que: 

ag) 1, est de classe (© sur le plan tout entier, moins les 
points: À, E et G. 

u,) I; est égale a L et toutes ses dérivées s'annulent sur les 
segments: CD et DE (à Vexe. de E), 

ag) sur le segment CE (moins le point E) la fonction 75 
est égale à la fonction /, et toutes ses dérivées sont 
égales aux dérivées respectives de la fonction J’. 
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Posons: 
i df 
h,(@o, b; 2, y) =1 dans l’ensemble H(x,, b), 
df 
hy(@o, b; £, y) = l'os b; T, y) dans le polygone ABCE fermé 
(moins A et E). 
df 
hy(@o, b; £, y) —L'5(%, b: x,y) dans le triangle CDE fermé 
(moins £). 


En vertu des propriétés a,), &), a), de la fonction 7, et 
des propriétés ug), a,) et ag) de la fonction /5, nous constatons, 
sans difficulté, que la fonction k,(x,, b; x, y) ainsi définie jouit 
des propriétés w,), w) et ws). 

3. Il reste encore à modifier la fonction h, de facon que, 


tout en jouissant des propriétés wy), we) et wz), elle en possède 
aussi celle de w,). Considérons, à cet effet, l'équation: 


dy 


(43) 7 los V; 2, y). 


Soit À,(Zos Ya) une suite monotone de points situés sur 
le segment AB pour laquelle on ait: 
(44) Ya >U RUE, Hi, 71,2,:,.). 


Désignons par y(x), l'intégrale de (43) passant par le 
point A,(x, Yn) et soit y(x) l'intégrale de (43) dont le bout 
droit est situé au point A(z, 0). Il résulte de la définition de 
la fonction A, qu’on a: 


l 
(45) y(r)=c—a1; VT) "yn L—%y pour zę — q < E< To. 


Fixons un nombre Z, pour lequel on ait: . 


l <a 
(46) To p <<. 


D'après (44) et (45) nous avons alors: 
(47) Pra) > p(2)). 
Soit Dy un nombre fixe appartenant a lintervalle: 


b 
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On constate, sans difficulté, que: 
b 
(48) A,(%, b; x,y) 20 pour æy <x < Tat T° 


et en particulier: 


ł 
(49) pate) = h (Xo, bye, yalw)) > 0 pOUr TL TEn 


Il en résulte inégalité: 
(50) Pal) > Palo) = Ya 


D'autre part nous avons évidemment l'inégalité v,(5,) <0. 
Nous en concluons, d’après (44) et (50) que: 


(51) Vil) > 0 = 


Il résulte de la définition de h, que l'intégrale y(x) de Póqua- 
tion (42) (qu’on se souvienne que nous avons désigné par y(x) 
l'intégrale de l'équation (42) passant par le point F) est aussi 

b 


intégrale de Péquation (43) dans l’intervalle: r,<r< y! 5. 
Nous en concluons, en vertu 'de la propriété a,), que le point 
(©, 0) est situé sur lintégrale y(x) de l’équation (43). Soit z 


un nombre pour lequel on ait: 
Fie) b = : b 


En vertu d'un théorème bien connu!!) nous avons alors, 
d’après (51), 


(53) Pnl Ta) — pra). 


En vertu de la relation (53), nous pouvons supposer, pourvu 
que la suite y, fût convenablement choisie, qu’on ait les iné- 
galités: 


Von+1(D) rm yT) 


yzna) FE plc) <2 
= ro R . dd 
Yon+ (21) oF W221) 


(54) Ames, BUS 
Ponti(L1) — Vanl®1) n|1,2,... 


(55) | Pent1(L2) — Pa) | < + (Pn) — pd)! - 


U) Kamke: D. r. F.: p. 87, Satz 4, 
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Soit o, (x) une intégrale de Lćqnation (43) pour laquelle 
on ait: 


h 
(56) V>n_1(7) < Onl). < PYonl£) pour ry L T < Ta + 1 
Considérons les ensembles: 
( b 
(w,) L= W = Ty 4 1” On) < y < Yon+1(X) n| L, 2, Jog 


ièn vertu des inégalités (56), les ensembles «, sont disjoints. 


Posons: 
af i y — Onl T) FE — Lp) | 
P(x, Y) Alsin ee eS ee te? (ci. l'alinéa V 
al \ Yon+1(L) — Gn(T) b | l ) 
et soit o, une suite de nombres dont nous allons, tout à l'heure, 
spécifier les propriétés. Définissons la fonction h(a, b; £, y) 
par les formules: 


df | 
h(rą, b; 2, Y) =M (tos L; £, Y) + On: P(e, y) dans w, n|1,2,... 


57 df i 
qu hrs, 03 ©, Y) (ro, b; X, y) pour tout autre point du 


Carré K (To, b). 
Considérons l’équation: 


dy 


= = h(a, b; £, YY. 
dr (Los ? s Y 


Les ensembles o, étant disjoints, il résulte du lemme 5 
(l'alinéa V) que la fonction À jouit de la propriété w,) et que 
les fonctions y,:,(æ) et o,(x) sont intégrales de l’équation (58). 
Nous constatons aussi, sans difficulté, que la fonction h possède 
les propriétés wą) et wy). 

Quant a la détermination de la suite »,, nous procédons 
comme il suit. Désignons par g,(æ) les intégrales de (58) passant 
par les points AəalTos Yan). Soit 3, un nombre satisfaisant 
aux inégalités: 


(59) Yon(T 2) < bn < Yon+1( 2). | 


Fy 1 4 m 
(60) |3n— Ponp(Ż2)| < 5- |Pen+i(@1) — and 1)| . 
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Désignons par y,„({x) l'intégrale de l'équation (43) pour 
laquelle on ait: 
(61) X n( 2) = Zne 


En vertu de (59) nous avons des inégalités: 
(62) Pn(Ż2) < ¥n(L2) < Ponss(#2). 


Il en résulte, en vertu de l’unicité de l’équation (43), qu’on 
a les inégalités: 


PURE PK b b 
(63) Panl 2o T r = Ze | 7) < Pant (x K | . 


Il s’ensuit, d’après les inégalités (56) que: 


| „4 WODZE b b 
(6+) Onley + z) - Z | i}< Pansio + 7| . 


= 


Grâce à ces inégalités nous pouvons appliquer le lemme 5 
(cf. l'alinéa V) et choisir les nombres g,, de facon qu’on ait: 


AJ b b 
(65) 4 al j r) Ln (wo tr A . 


+ 


La fonction h étant identique avec la fonction h, (selon 
JE b Ey 3 
la déf. (57)) pour a) + A SME Ma 10 nous en concluons, 


en vertu de (65), que: 


A b 3 
(66) Pane) = z(r) pour Tot y SLTH] b. 


Nous avons done, en particulier, d’après (61): 


Ur Pon(Ż2) = ne (1) A ARR 
D'autre part, la fonction k étant identique avec h,, pour: 
L . 

GT" LZ Xa, il résulte de l'égalité: Ponlo) = Yan= Yan(To), 


qu'on a: 


(68) PanlT1) — Vanlı) n|1,2,... 
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Posons: 


f Von (To) "rę PontT 2) 
69 a ee « 
À > PantilTı) K - Pon( 2) 


En rapprochant les relations (60), (67) et (68) nous obtenons 
les inégalités: 


1 \” 
(70) |An| < (z) DRE 
| \ 2 
d’où il résulte que: 
(“l ) An— 0. 


En vertu de (54) et (68) nous avons les inégalités: 


(72) | Pantal) — yÈ) Pan(D1) — YÈ) + WWL, 2 
pa — n SaaS re - WRZE | Sa Me u Lis 
Pirn- (T) Pon(T 1) Von (a 1) q 2n(04) SC 


En rapprochant les relations (67) et (68) des inégalités (55) 
et (60), nous obtenons les inégalités: 


(13) Pont Fe) # y(%4)| < |Paz( Ty) PÈ) : 


En vertu de la relation (68) et des inégalités (59), (72) 
et (13), nous avons les inégalités: 


Pan(® 2) + yla) 


= | Pon+i(B 2) — y(T2) 
Won:1(L1) — Paon(T à) 


Z 
Pint (T) Ay Pon(L1) 


at sty ote 


D'après (68), il résulte de la relation (47) qu’on a: 
. 


(75) e“ Panli) > PT). 
. En vertu de (53), (59) et (67), nous avons aussi: 
(76) Pn(Ż2) > pd). 


4. Nous allons démontrer maintenant que la fonction 
h(zę,b; x, y) définie par les formules (57), (jouissant comme 
nous l’avons constaté des propriétés w,), wą) et wą)), possède 
la propriété wy). 
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Soit en effet, z(z, w) une intégrale quelconque (cf. læ déf. 2) 
de l’équation: 


(7%) — + zy os D: x, V)= 0, 


valable dans l'ensemble Æ(x,, b) - Z(x, b). 
La fonction z(x,y) étant alors constante !) le long de toute 
intégrale de l'équation (58), nous avons légalité: 


(78) ZIMA « Yon+(21)) ais Ponts) = ACZ Pan: 1(82)) à 
— 2B 2, Ponlo). 

Remarquons que, (apres (45) et en vertu de la propriété a,) 
(cf. Palinéa VJ, 1) les points: (2, y(Z:)) et (Zo, p(#2)) appartien- 
nent à ensemble A(r,, b) Z(ay, b). La fonction z(z, y) étant inté- 
grale de (77) dans le sens de la définition 2, l'égalité (78) se 
laisse done écrire, pour n suffisamment grand, en forme sui- 
vante: 
Zyty PB) (Vans (D) Gl21)) + ly, Pond) (Pans (#1) 
Bal) — G(Ż1; Pa(Ż1))(Ł2(Ż,) w(L1)) = 

© 


~ 


(79) 4 x `~ 
e REZ 2)) (Pon (2) Pnl(Żo)) + Eg( Da, Von+1(L2)) (Pon (La) 
( 


=Y T 2))— £e(T>, PənlTa)) (Pan(Ż2)— y(T2)). 
ou els, y, et ea y, désignent deux fonctions satisfaisant 
respectivement aux implications: 
(£, 4) > (Ži, PÈ) D * a(4, y) +0; 
(©, y) > (Dos p(l>)) D : Er, y) +0. 
En divisant l'égalité (79) par y,:1(81)— ont), nous en 
obtenons, en vertusde (69), la relation: 
= = ~ ~ Yoni (D) EZ 
ZAG, WD 1)) + (De Paneli a) — z —— 
io i "YJ | FLA Pon(à) 
Panl) — (Z) 
„APE 
Van( £1) — Pan(d) 
Pantal?) — MEZA 
DRE — 
Yon+1(T 1) (CE Panl? 1) 
Pana) — (Ho) _ i 
Yon + (Ly) ir} Pon(@1) 


(30) 


Eldi, Tan(T1)) 
= Ay ży(Ż2, plFe)) + EAZ, Vonp1(85)) 


Eo(D2s Fen(L2)) 


13) Kamke: D, r, Fi: p. 298, Satz I. 
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En faisant croitre n vers l'infini nous obtenons de (81), 
d’après (47), (53), (TL), (42), (74), (15), (76) et (80), l'égalité: 


(32) ACTE p(@)) =, 


Il sensuit de (82) que le point (%,,y(#,)) est horizontal 
(cf. la déf. 3) par rapport a la fonction A(£o, b; x, y) et a Pen- 
semble Æ(x,, b): Z(£o, b). La fonction y(x) étant intégrale de l ćqua- 
tion (58), située (d’après (45)) dans l’ensemble K(45, b): Z(æo, b), 
nous en concluons, selon le lemme 2, que tout point de l’inté- 
grale y(x) est horizontal par rapport a la fonction h et a Pen- 
semble K-Z. 

La fonction A(xr,, b; x, y) possède done la propriété wy). 


VIL. Désignons respectivement par P et par P,, les demi- 
plans: 
] 
(P)y<o; (PY 16 AE 
Soit M, M,,... une suite de points situés partout dense 
dans le demi-plan P. Nous allons, maintenant, définir une suite 


de fonctions f(x,y) et deux suites numériques: 2, Tą,... ; 
bi bos.. (ba > 0), jouissant des propriétés suivantes: * 


A, Hal: y) est de classe Co dans le demi-plan' P. 
b, falt, y) = pour (2, ye PS, 
(où Z, AE b); (cf. Palinéa VE)). 
Cu fe, y)= fut, y) pour (x,y) e Py +52 (u|2, 3, ..). 
= 
D.) Toute intégrale de l'équation: 
(eu) 4 Z fult, Y). 
différente de celles qui passent par les points: 
M,, Moss M,, se laisse prolonger à droite jusqu'à . 


ce qwelle rencontre le bord supérieur du demi-plan P 


` u 
en un point nappartenant pas à l’ensemble Y Z, fermé. 
i=1 
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K,) L'intégrale de (e,) passant par W, est située entièrement 


u 
dans Y Z;. 


N= 


F,) Le point M, est horizontal par rapport a la fonction 


u 
fu, y) et a l’ensemble Y Z;. 
łez] 
at 
Posons, a cet effet: A(x) = m, 2— My, où (m n) dé- 


signent les coordonnées du point M,, et considérons la droite 
Y= 4u(x). Supposons qu'elle coupe le bord supérieur du 
demi-plan P en un point dont Pabeisse soit 7,. Soit b, un nombre 
fixe pour lequel on ait: 0<b,< 1. K 


Nous définirons la fonction f(x, y) par les formules: 


df 
file y) = Mtis bii tyy) pour (x,y) e K(x b,) (cf. Palinéa VI) 
df 


f(x, y) = 1 „ (wy)eP—K(uv,,b,). 


Nous constatons, sans difficulté, que la fonction f(x, y) 
ainsi définie jouit des propriétés A,, By Di. 

La fonction 4,,(x) est évidemment intégrale de l’équation (e,). 

Or, en vertu de l'alinéa VI, il résulte que les points de 
Pintégrale Ay(z) qui sont situés dans l’ensemble Z, K(x, bı), 
sont horizontaux par rapport a la fonction f, et à cet ensemble. 
Les points en question sont, à plus forte raison, horizontaux 
par rapport à fi et à l’ensemble Z, (cf. le lemme 1, l'alinéa I). 
Nous en concluons, en vertu du lemme 2 (cf. Palinéa IT), que 
Pintégrale 4y(ax), (étant évidemment située dans l’ensemble Z) 
ne contient que des points horizontaux par rapport a fi à Z,. 
Le point M, en particulier, est done horizontal par rapport 
à fi et à Z,.. Les conditions: Ay,...,F,, se trouvent ainsi réalisées. 
Supposons que nous ayons défini les fonctions f, et le nombres x, 
et b, jouissant des propriétés A,,...,K,, pour tout indice u = wy. 

Soit wait) Pintćgrale de l'équation e, passant par le 
point M,.,4. Si l'intégrale envisagée passe par un des points 
Mi, M, posons alors: 


df df df 
fuil) fa?) , Vinti x Lay Dati Er, BA . 
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Nous constatons que les conditions: À,,,1,..., Fu+1 sont 
alors remplies. Dans le cas contraire désignons par c,» 
labcisse du point en lequel l'intégrale en question rencontre 
le bord supérieur du demi-plan P. 

Choisissons un voisinage 0,,:, du point (x,4,,0) de façon 
qu’on ait, dans l’ensemble P. 0,+,, l'identité f (x, y) = 1. 
(En vertu de la propriété B, , cela est possible, le point (z, „4, 0) 


étant situé, selon notre hypothèse, hors de l'ensemble Ÿ Z, 
fermé). Soit b,,, un nombre fixe remplissant ke i 
0 < buai < Fi et suffisamment petit pour que le carré 
K(@,,41) 94,41) soit contenu dans l’ensemble P. 0,4 et nait 


Uy T 
pas de points communs avec l'ensemble Y Z, fermé. Posons: 


i=1 
df 
fuera lD y) = Ria, Danti TY) pour (z, y) e K(®u415 buat1) 
(cf. Palinéa VI). 
df 
je. 16%, y) = AE y) pour (x, y) € E C SEY Buti). 


On constate, sans difficulté, que la fonction f,,,, ainsi 
définie jouit des propriétés A,41, Busy Cuta eb Du: 
Nous dćmontrerons, à présent, que la condition £,:, est 
aussi remplie pour la fonction f,.,. La fonction Ay,,.1(x) 
étant (comme on le voit aisément) intégrale de l’équation 
(e,:1), passant par le point M,,,;, nous avons done a dé- 
montrer que la courbe: y Ay,;1(7), est située entièrement 
ut! 
dans l’ensemble Y Z;. 
i=1 
Supposons, a cet effet, qu’il n’en soit pas ainsi. Il existerait 
alors un certain a tel que le point (%,Ayw41(@)) serait situé 


uy +1 - i 
a l'extérieur de lenseble Y Z,. En vertu. de la propriété 
1—1 + 


B,:1, nous aurions alors: ZywęA(%) = Amu pile) + (4 —Zx) pour 
x >77. L'intégrale Amu, 1(x) serait donc située, pour x >a, à l’exté- 


ut 1 | zł. 
rieur de l’ensemble Y Ż,, ce qui est en contradiction avec le 
ia 


fait que,’ pour z voisins de 2, 4, elle se trouve dans l’ensemble 
Zu z 


Koeznik Pol. Tow Matem. T. XIX. a 


130 J. SZARSKI 


Il résulte ensuite, de l'alinéa VI, que les points de l’inté- 
grale Ayu+1(x) situés dans Vensemble Z,,,- A(®i41, ba) 
sont horizontaux par rapport à la fonction f,,y et a cet en- 
semble. En vertu du lemme 1 (cf. l’alinéa I) les points en que- 


e . $ DR 
stion sont donc horizontaux par rapport a f,:, et à X Zi. 


i=1 
Puisque Vintégrale Amua, est située (comme nous venons de 
tati ; 
le constater) dans l’ensemble Ÿ'Z;, nous en coneluons, en 
i=1 
vertu du lemme + (cf. l'alinéa Il), que tout point de l'intégrale 
envisagée est horizontal par rapport a la fonction ÿ,:, et 
Uy-t 1 | 
à l’ensemble 2 Z,. Le point W,,.,, en particulier, l’est aussi. 
i= 
Toutes les conditions: Ameis., #441, ont done lieu. 
Les suites: f,, x, et b, se trouvent ainsi définies par ré- 
currenee. 


VIII. Soit (#,y) un point quelconque du demi-plan P. Dé- 
signons par m(x,y), le minimum des indices «u, pour lesquels: 
(r,y)eP,. Posons, ensuite: 


dt 


(83) Qx, Y) Ími Ps Y) dans le demi-plan P. 


En vertu des propriétés À, et ©, la fonetion Q(z, y) est 
de classe Co dans le demi-plan P. 

Il résulte de la déf. (83) et des propriétés C44, Causse 
qu'on a: \ 


4 u 
(84) Q(x, Y) = Flr, Y) pour (x, y)ed Zi ull, 2,... 
il 


En vertu de la propriété F, et du lemme L (ef. Palinca L), 
nous concluons, Wapres ( 4), que le point M, est horizontal 
par rapport à la fonction Q(z, y) et à demi-plan P. (w{1,2,...). 


Pour toute intégrale (ef. la déf. 2, l'alinéa I) z(x,y) de 
équation: 


FQ) . 
| +2 


(85) go a Q (r, y) 50 


— 


Y 


Q_ 
= 
a 


alable dans le demi-plan P tout entier, les égalités: 
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ja Am 
C= ową VE 
cr oY 


(86) 
sont donc remplies en tous les points M,, ull,2,... 


IX. Introduisons la transformation: 
(87) B= XL; yu—ey. 


On constate, sans difficulté, que les formules (87) présentent 
une transformation du plan tout entier en demi-plan P. 
Posons: 


df 
Q(x, y) = — Q (x, —esje-" dans le plan tout entier 


et considérons l'équation: 
oz , 82 
(88) zz kę Q(r,y)-0. 


Supposons que les points M, se transforment par linter- 
médiaire des formules (87) en points M,. Les points M, étant 
situés partout dense dans le demi-plan P, les points M, le 
sont aussi dans le plan tout entier. La transformation (87) 
satisfaisant aux hypothèses du lemme 3 (cf. l’alinéa III), nous 
concluons que pour toute intégrale 2(x, y) de (88) valable dans 
le plan, il existe une intégrale z(x,y) de (85), telle qu’on ait: 


(89) 2x, y) = 4(0,—ev) dans le plan tout entier. 


En vertu des égalités (86) et de la formule pour les dérivées 
de la fonction composée, il résulte de lidentité (89) que les 
égulités: 


Jo 
90) == 0 
Be OT 


ont lieu en tout point M}. 


La fonction Q(x, y) étant évidemment de classee C*, nous 
avons done le 


Théorème la. II existe une fonction Q(x,y) de classe C% 
dans le plan tout entier telle que, pour toute intégrale z(z, y) 
(cf. la déf. 2) de l’équation (88), définie dans le plan tout entier, 
les égalités (90) ont lieu dans un ensemble partout dense dans 
le plan. 


gs 
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„ X. Considérons la transformation: 


z= te(-5+ zą(e+ a) 
(91) z A “(a un nombre fini, positif). 
y tg|—3 +zą(Y+ a) 


Les formules (91) présentent une transformation du carré: 
(92) jzuj<a; |y|<a. 
en plan tout entier. Posons: 


= df T J 
Qey) = Ote(—F+ gq (e+ a); 


<a 


STARS cos? (—5+ zz (y +a)] 
te(—5+5- (y+a))) ————— 
es cos? State -a)) 
et considérons léquation: 
Ay a m 
93 sód IRL = 
(93) PALĘ zy Oe” „YJ - 


La transformation (91) satisfaisant aux hypotheses du 
lemme 3, et la tonction Q(x,y) étant évidemment de classe C% 
dans le carré (92) nous obtenons du théorème la, par un 
raisonnement analogue à celui que nous venons d'appliquer 
dans l'alinéa IX, le 

Théorème 2 a. Il existe une fonction Q(z, y) de classe C= 
dans le carré (92) telle que, pour toute intégrale z(x,y) de 
l'équation (93), définie dans le carré (92), les égalités (90) ont 
lieu dans un ensemble partout dense dans le carré envisagé. 


XI. Supposons, maintenant, que z(x,y) soit une intégrale 
de l’équation (88) possédant des dérivées partielles continues 
du 1 ordre dans le plan tout entier. En vertu de l’alinéa IX 
et en raison de la continuité, les égalités (90) sont alors remplies 
identiquemènt dans le plan tout entier. L'intégrale z(x,y) 
est donc constante. La fonction Q(x,y) rentre done dans la 
catégorie de celles dont l'existence affirme notre théorème 
principal 1. 

Nous démontrons d’une façon analogue, en vertu du théo- 
rème 2a, que la fonction Q{x, y) rentre dans la catégorie de 
celles dont l’existence affirme notre théorème 2. 


SUR LES SUITES MONOTONES EN MOYENNE 


Par F. LEJA, Kraków 


1. Je dirai qu'une suite {a,} est décroissante en moyenne: 
1° au sens arithmétique si 


> . 
(1) An+9 5 (a, + 2,1); W= 122 


20 au sens géométrique si a,>0 et 


(2) wa Van a n=l, "ZEE 
30 au sens harmonique si a,>0 et 


9 

3 ie E a mW Ly dee: 
s sk "1/a, +1/a,41° LU 

La définition de la croissance en moyenne est analogue. 
Il est facile de voir qu’une suite décroissante (croissante) en 
moyenne est bornée supérieurement (inférieurement). Je dis 
que: 

Toute suite monotone en moyenne tend vers une limite finie 
ou infinie. ; 

En effet, considérons, par exemple, le cas (1), posons 


(4) a= liminf a, < lim sup a, == 


et supposons que a soit fini. À chaque >40 on peut faire cor- 
respondre deux indices N et m >N tels qu’on ait 


Ann Late et a, <P+E pour n >N, 


done a,<B+e et ar <B+e—d où d—f—a. Il en résulte 
d’après (1) que 


L 
A+ < B-E—5 d. 
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Si le nombre d—f—a était positif on pourrait poser € — d 4 
donc 


3 Lig „sk 
a < B—qd< B—q1; Ap--2 < p— 7d 
et, en appliquant (1), on en déduirait 
myk“ pa pour k= led Pt. 
ce qui entraine l'inégalité absurde 


I 
lim sup a,,4, = 8B <B— 7d 
© k->oo = 


donc a — B et la suite {a,} est convergente. 
Dans le cas a=—oo le raisonnement analogue prouve 
que f=— oo. 


2. La notion de monotonie en moyenne peut être géné- 
ralisće dans deux directions: i 


Une suite {a,} sera dite décroissante en moyenne par rapport 
à p termes precedents (au sens arithmétique) si, quel que soit 
n=l,2,..., ona 


I 
(5) Ont-p = p (a, -þe Angi Res A zę. 


D'autre part, elle sera dite décroissante en moyenne avec 
le poids 8, où 0<8< 1, si 


(6) Ont» S Oa, + (1— 6) antis n=l,2,... 


Je dis que: 

Toute suite monotone en moyenne au sens (5) ou (6) tend 
vers une limite finie au infinie. 

En effet, supposons que la condition (5) soit remplie et 
désignons par a et 8 les limites (4). Posons d=5—a et fai- 
sons correspondre à > (0 deux indices M et- m > N tels 
qu’on ait 

Qntp< ate et a,<Bte . pour n>N\. 
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En tenant compte de (5) on en déduit 


1 1 L\:. 
Gr EE E EET Anp? <B+e—>(1+ 3 d 
et 
] L\*-! 
A 4.p+k = p i a han „| d pour k=1,2,...,P 1 


Won il résulte que 
| 
(7) Ampir LP + E Tp d pour k = 0, 1,.... 


Si la différence B—a=d était positive on pourrait poser 


1 * Q ° . 5 . 
E 59 d et, en faisant tendre k vers l’infini, on déduirait de (7) 


: : l en 
l'inégalité absurde eS ey d, ce qui prouve que la limite 


lim a, existe. 
Dans le cas de l’hypothèse (6) la démonstration est analogue. 


Nous avons supposé que dans l"hypothese (5), le nombre p 
est fixe. Dans le cas contraire le théorème cesse d’être vrai. 
Une suite décroissante en moyenne par rapport à tous les 
termes’ précédents, c’est-à-dire remplissant la condition 


(8) a 


4 |=" 9 
ne "a AW PE 4 n, be 623675 à 


peut être divergente. Voici l'exemple d’une telle suite: 
Posons 


(9) nę Fl, ‘n= 2t k. 2% pour k=l,2,..., 
1 x | 
et On Gp POUT Nka EN E Ny, k=1,2,... La suite {an}, où 


(10) Any = (Nn -4-1) Orpi — NOn er nt 
remplit la condition (8) car d’après (10) on a 
a, r... GE a, = + (2 Oo — O1) LPG re (n On — (n— 1) Cn) 
= no, 
et 


Ont Ev (n DK 1) (Onyi Pos On) ‘fe On < On- 
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Mais, d'apres (9) et (10) 


| 1 
Aną = (n,— PAST an ną 1) + On, (mi 1) ==) Dk 


a WMS | N,— 2 4 
et 
| | l I 


— A -ia — — m = T m 
Z ASS (nett moan) On = mẹ as zk lak” 


donc la suite {a,} diverge car a, >— 00 et an, +0. 


3. Voici une autre sorte de monotonie en moyenne: 
Je dirai qu’une suite {a,} est décroissante en moyenne par 
rapport à la somme des indices (au sens arithmétique) si 


A 1 
(11) iy S 5 (a,+a,), pour get v=1,2,.... 


Il est évident qu’une suite décroissante (croissante) en 
moyenne par rapport à la somme des indices est bornée supé- 
rieurement (inférieurement). Je dis que: 

Toute suite monotone en moyenne par rapport a la somme 
des indices tend vers une limite finie ou infinie. 

En effet, supposons que, p. e., la condition (LL) soit remplie 
et posons a= liminf a, < limsupa,= 8. Si a est fini et e>0 
quelconque on peut trouver un terme, soit a, de la suite {a,} 
tel qu’on ait 

a,<a Fe. 


Posons n=mk+r, où Lorem. L'après (11) on a 
1 
ON Se s) (a, + a,) done 


1 
32] 
Ar = `) (Bin re" An) S 902 An, | 2 Mpy 


— I 
a 
| 


< | >< _ 3 
A3m+r su (Gar a An). > 93 Am a 53 a, ;, 


le 


DA ‘ l 
P> | 
a dą mkr = Lyp 4m "SI a,. 
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Il en résulte que 


limsupa,=f< a,<a+e€, 


n— 00 


done a = B, ce qui prouve que a, tend vers une limite finie. 
Dans le cas a——o le raisonnement analogue prouve 
que 5 =— o. 
Ce theoreme peut être généralisé dans deux directions. 
Remplaçons d’abord la condition (11) par la suivante 


JE 
(12) Gy epa, SZ | n eee du) 


P 


OÙ /4, Has. Mp est un système de. p nombres entiers positifs 
quelconques et p est un nombre fixe > 2. Ni la condition (12) 
est remplie quels que soient iy, /ta,..., {tp Je dirai que la suite fa) 
est décroissante en moyenne (au sens arithmétique) par rapport 
à la somme de p indices. | 

D'autre part, observons que la condition (11) est un cas 
particulier de la suivante 


(15) Ay, < Ou + (1—6)a,, uŻYV=l,2,..., 


où 4 est une constante satisfaisant a l’inégalité 0<6<1. On 
peut prouver que: 


Toute suite monotone en moyenne au sens de la condition (12) 
ou (13) tend vers une limite finie ou infinie. 


4. Remplacons la condition (13) par la suivante: 
(14) Dur, Lors a; uet y=1,2,..., 


où Os., et G4, sont des nombres positifs quelconques satis- 
faisant à Pequation buyot 6,,,= 1. Je dis que: ` 


Toute suite monotone en moyenne au sens de la condition (14) 
tend vers une limite pourvu que le produit 


= 4 ue hk—1)1--v 
(15) On: v Os, pauses Yhyy 


tende vers zéro quels que soient u et v lorsque k— oo. 
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on effet, posons a= liminfa,< limsupa,- B et soit a,, 
un terme de la suite plus petit que ae, où e>0, et 


n— km +-r, où l<r<m. 
Designons par 6, le produit 
(16) Or = Omer’ WBA; pc pour k:=1,2,... 
D'après (14) et (16) on a 
myr Z (L Ont} on t+ 8,4, Er = (1—6,)a,-- 6,a 


+ I 
Am+r` € Comer “ A (L= Oom-r) An = QUE 0,) Am © iA ary 


Qp mkr S (1 = 04) Qin " Op a,. 


Faisons tendre k vers l’infinie. Puisque 6,— 0 il s’ensuit 


que 


lim sup a, = HM sup a4„;,,< Ay <a+TeE, 
oc k-> co 


done B <a + e quel petit que soit € > 0 et par suite a - $ ce qui 
prouve que la limite lim a, existe. 


= 


De cette proposition résulte le théorème connu suivant de MM, Polva- 
Szegó: Siune suite {an} remplit la condition au+y= an +aspour uetv=l1,2,..., 


alors la suite | nl tend vers une limite. — Il suffit de remarquer que, si l'on 


nf 


: : + u 
pose An An/n, la suite jan! emplit la condition (14), où var 


are’ 


done le produit (15) est égale à 7 - et tend avec 1/k vers zéro. 


TAR 
. 
5. Soient p et q deux nombres entiers positifs quelconques 
fixes et {a,} une suite remplissant on bien la condition 


r ] | 
(Li ) p — (an4a t nig -t ... zo Afa) ; q (ntp kii TEL EE) 


> 
» 


pow n= 1,2, ou bien la condition 


| 
(15) — (@ 4-8, +... + a 
p $ My 
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= 


où les indices my,..., 4 sont quelconques mais tels 


qu’on ait 


p Cb Miss Ya 


lą Tate t UpEY E Votes ty 
I! s'ćleve le probleme de savoir si une telle suite tend vers 
une limite? Nous avons vu plus haut que ła réponse est affir- 
mative dans le cas où l’un des nombres p et q est égal à L et 
l’autre >1. 


LINEAR OPERATIONS AMONG BOUNDED 
MEASURABLE FUNCTIONS I 


By A. ALEXIEWICZ, Poznan 


This paper is concerned with the study of linear operations 
defined in the space M of measurable, essentially bounded 
functions. Besides the ordinary convergence generated by 
norm in which M is a (B)!) space we consider also an other 
convergence, introduced by FICHTENHOLZ (1,2) in which M 
is not thore of Banach type. In connection with this conver- 
gence we consider a generalized notion of convergence in (F) 
spaces. 

Corresponding to the two kinds of convergence jn M, we 
obtain two classes of linear operations in this space. We give 
analytical representation of these operations in terms of Fré- 
chet-Radon integrals. Linear operations continuous in sense 
of generalized convergence are not of Banach type, we can 
show, however, that some theorems concerning sequences of 
linear operations in Banach spaces remain true for these ope- 
rations. 

Linear operations in M were investigated first by HILDE- 
BRANDT (1) and, some years later, by FICHTENHOŁZ and 
KANTOROVICH (1). The generalized convergence and linear 
operations connected with this convergence were studied by 
l'ICHTENHOLZ (1,2), his results were generalized by ORLICZ (1). 


1. Let S be an abstract set, © a Borel family of subkets 
of S, u(K) an absolute additive measure function defined for 


—_—_———_—— Nee -—-— — 


1) Concerning the terminology used here see Banach (l). Numbers 
in brackets refer to the bibliography at the end of this paper. 
2) The sets of elass € will be said to be sets (€). 
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A measure „ is said to be non singular if, for every e> 0, 
the set S may be represented as a sum of finite number of 
disjoint sets of measure less than e. 

By M we denote the linear set of all real functions z(t) 
defined in S, measurable (©) and bounded almost. everywhere 
(i.e. excepted a set of measure 0). If we define the norm 
of x= x(t) by formula 

ll = es sup |z(t)| 3), 
LES 
we can verify easily that M is a (B) space. 

By £5g=€%(1) we shall denote the characteristic function 
of the set E. 

Let Y be a (F) space. A function (£E) defined for all sets (©) 
with values in Y will be called additive if: (i) @(#) = 0 for all 
sets of measure 0, (ii) Ø(E +: E) - O(K,)--©(E,) for any 
two disjoint sets K,, Ez. 

An additive function O(E) will be said to have the pro- 
perty (v) if for every € > 0 there is a à > 0 such that 

| a, 0(E,) < 
for arbitrary real numbers |a,|< 6 and disjoint sets E, Ez,- Em- 
An additive function will be said to have the property (a) 
if u(E,)>0 implies D(E,) >0 (in Y). 


(1.1) Let Y be a (By) space*) then the necessary and sufficient 
condition that the additive function P(E) should have property (v) 
ts that the set of values taken by this function should be bounded 5). 


Proof. The necessity being trivial, we show only that the 
condition is sufficient. We have for every Ee: [(P(E)], < k, <+ 00. 


3) essup|x(t); denotes the least upper bound of numbers A for which 
teS 


n(E4|z(t)| > 4))=0. 
| 4) The theory of (By) spaces (non published) is due to Mazur and 
Orliez. Concerning the definition of these spaces see Eidelhent (1). In 
this paper we shall denote the i-th pseudonorm bv [y]é. 
6) A set ZC Y ist said to be bounded if (for real Ga) 88>0 implies 
Dn2n—0 for arbitrary zneŹ. This definition is due to Banach, see Mazur 
and Orlicz (1). 
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m m 
From identily sup [X ùy] = max [X ciy]. (valid in any homo- 
KIL ie ty=0,1 i=l 


8 m 
geneously pseudonormed space), we infer that [Xa ØE) h = 
i=1 


mi m 
< 2 max [ai max [Ve,9(K,)| £ 2 max [a,|:k,. Hence |Y a,P(E))| : 
=q,..m €i=Q,1 (ZI éme]... = 


<N2 "2 max Ja)|-4,(1 + 2 max |a,|k,) ! the last sum tends to 
= = tami ,.. 


: 1=1 #11 ll 
0 if max [a] 0. 

1=1,.. 21n 

If Y is a (B) space the boundedness of the set of values 
of function O( F) is equivalent with the condition sup |Ø(E)|<+ oo. 

Eet 

From (1.1) it follows that if Y is a (5,) space and x is not 
singular, property '(a) implies property (v). 

If (E) is an additive function having property (v), we 
shall denote by o(ó) lð, P) the least upper bound ef 


m . 


2 a D(E,), where |a,| <0 and F; are disjoint sets (©). Similarly 
i= 


if P(E) has property (a) we shall denote by (6) n(ó, dk 
AE CJĘ Functions o(0) and (à) are both non decreasing 
and tend to 0 with 0. 
Suppose (E) is an additive function with property (v). 
Let x(t) be an element of M. We can define now the Fréchet- 
Radon integral 


(1.2) |e(t) do, 
S 

the value of integral being an element of Y. This is done as 
follows: we denote by simple function a measurable function 
assuming only a finite number of different values Ay, Ay y see Am 
respectively in sets K,, E,,... Em5 this function will be de- 
noted by z(t) =fa, Eh. m: 

For a simple function z(t) =fa, Es... the integral is defined 
by formula f:r(t) d D Vahl E). If a(t) is not a simple function 

Ś iT] 

then it can be shown that for a sequence ,(t) of simple functions 


converging to w(t) in norm (i. e. uniformly excepted a set of 


measure 0) the integrals fa,(t)d@ approoach (in Y) a limit Yo 
qs 
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which is independent of the particular sequence x,(t). This 
limit is called the Fréchet-Radon integral of a(t) and written 
in the form (1.2). The integral over any my set He & 
is then defined by formula [z(t) dw PACE av. 

k 


This integral is an additive and de function of 
integrand and is also an additive function of set Æ. [It is 
clear that 


(1.3) J: r(tjap <o(ju|). 


b 

Suppose now in Y is defined a second norm jy* which 
renders this space of (F*) type 8), and let y*<ly.. If the addi- 
tive function (E) has property (a) “with norm !yl*" i. e. if 
u(E,)—0 implies |O@(E,)|*>0, we shall suy that O(k) has the 


property (a*). In this case we shall denote by 7*(6)~ sup'®O(E) * 
u(E) <6 


By a theorem of KIDELHEIT- MAZUR (1), We can assume 
that ay * <la y * if 0<a, <a, from this it follows that 
ay *= (1+/al)y*. This assumption will be made in the 
sequel. ae 

(1.4) Let e>0 be arbitrary, and let x(t)e M. If P(E) has 
property (v) and (a*), then. 


fede" o(e) + 2 (al) + 1)([lxe 114 1)7* (u(Æ)). 


E 


Proof. Write k = [jgje 1]+1 B, = Eliis Cat)" lafy te, 


n 
L'an - Wh lor—k = n< k—1,vwritealsozr=r(t)={a,, El k<n<k-1- 


It is obvious that lc— r < i x <e, then Oo ieee <w(e) 


We get then | fa,(t)d@\* = | San D E,)* < Si „| +1)9(E,)* < 


(ia 1) 2k max BLE, < ( (ga Ce Tyy* (a BY). 


a 
The inequality in (1.4) remains evidently true if we replace 
in the right-hand side the number a, by any greater one. 


8) A space satisfying the usual postulates of x (F) space excepted this 
of completeness, is said to be of type (F*). 
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Theorem 1. Suppose that the additive function P(E) has 
properties (v) and (a*), suppose further that x,ft)e M, 
m, An 1,2,...), and that limasa,(t) - 0. Then 


N>>oQ 


lim fenkt do|" = Í). 


' n>» jg 
Proof. Choose e>0 and write Ep- KA|eeu(t)| sE}, we see 
that u(E,) — 0 and, since |r,(t)| <e for LS ST p(t) dD |: 
<w(e). By (1.4) we have then | /a,(t)d@*-< +r 
< |" spagile PE ER NT NE HAE n* (u (En) < 2 fle 
iR (K tb): (MERE 1) y*(u (FE). 


Since {(E,)—0, the second term in the right hand side in 
the last inequality tends to 0 when n— œo. Choosing >0 
sufficiently small, and then making n tend to oo, we see that 
the integral tends to 0. 


2. Besides the ordinary convergence generated by norm 
in M, we shall consider also a generalized convergence «due 
to FICHTENHOLZ (1, 2). It is the following: 

(y) lim a, = 2% means that lim gy < + 00 and lim as &,(t)=2,(t). 

n- œ n->coa nco 

The convergence (y) is more general than the ordinary 
i. e. every sequence convergent in norm is also (y) convergent 
but not conversely. We shall denote by M, the space M consi- 
dered as a limit space (in sense of IFrechet) with the conver- 
gence (y). By M we shall denote in the sequel the space M con- 
sidered as a Banach space with the convergence in norm. 

The convergence (y) is a special case of a generalized notion 
of limit in (F) spaces which is defined as follows: let Y and Y* 
be two (F) spaces respectively with norms |y: and jy*, and 
suppose that Y is a linear subset of Y*, suppose further that 


(n) ‘Yn —> O implies |Y, *—>0. 
We shall tell that a sequence {y,} of elements of Y is 


? di 
(y) convergent to yg (in symbols (y) lim y= Yo OY Ya Yo) if it is 


t-> 00 
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bounded in Y and |ly,—yo|* +0. The convergence (y) will be 
called two-norms convergence or briefly (n) convergence. 

A (n) convergence (y) will be called the (n') convergence if 
following supplementary conditions are satisfied: 

(ni) if {y} ts a sequence bounded in Y and |y,—- Yg*—> 0, 
then yqe Y; À 

(no) tf Yn < k(n=1,2,...), Yoc Ys [ya Yo 0 then y] <k. 

For any (n') convergence the axiom of Cauchy is satified : 
if (y) my», — Ya,) = 9 for arbitrary sequences p,— + ©, 

n->co 


Gn—> + 00, then there is an element yae Y such that (y) im y, = Yo- 
n>>co 


The space Y with convergence (y) is a limit space in sense 
of Frechet, moreover addition of elements and multiplication 
by real numbers are continuous. The condition (n) may be 
replaced without loss of generality by the following stronger one 
(4) KSC 
i. e. if (n,) is not satisfied we can allways introduce a norm ||y\} 
equivalent with |y|| having property (n). 

It is easy to show that the (n') convergence (y) is either 
equivalent with the convergence generated by norm |y|| or (y) 
is not equivalent with any convergence generated by distance 
in a metric space. 

If Y is a (B,) space, and if we replace the condition (mn) 
by the following stronger one 
(n) if [Yn] R(n =1,2,...), Yor Y, |Yn— Yogi" 9, | 
then [Yo]; < R,(i=1, 2,...), — then the convergence (y) will be 
called (n'') canvergence. 

Examples. 

(2.1) The convergence (y) in M, is a (n') convergence if M, is the space 
of bounded Lebesgue measurable functions in [0,1]. 

(2.2) Put Y=V*, Y*=L?), ||y|| = esssup |y(t)| + essvar y(t), 

| ac te b ae te b 


b 
lult = fly (| dt 


a 


7) V* is the space of functions equivalent with functions of bounded 


variation; essvar y(t) is the least variation of functions of bounded varia- 
© axt<cb 
tion equivalent with y(t). 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 10 
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then 


a8 
(y) limn Yn = Yo means that essvar yn(t) L k(n= 1,2,...) and Yn(t) +yo(t) 


N> a<tcb 


(2.3) Put Y=m, F*=s3%) and (writing y= {ny}, Yn= inv!) 
oo 
lyll= suplay|, iyi" RAP ET then 


()limwm=Yy means that [mal £k(n,v=lL,2,...) and lim sys 


11-00 1100 
for v =1,2,.. 
In all aż examples (7) is a (2/’) convergence. 


We will use following terminology and notations due to 
ORŁICZ. If we have in a linear space Y several definitions of 
limit, say (a),(5),..., satisfying the usual Fréchet postulates 
we shall denote by Y,, Yp,... the set Y considered as a limit 
space, respectively with convergence (a),(8),... In (F) spaces 
we consider usually only one definition of norm (the other 
possible ones are artificial and unfit for applications) then, if » 
denotes the convergence generated by norm in Y (of (F) type), 
we shall omit the sign » and write Y in place of Y.. 

Suppose now AX,, Ys are two limit spaces respectively with 
convergences (a) and (8). An additive and homogeneous opce- 
ration U(x) from X to F will be said to be (X,, Ya) linear if 


(a) | k (8) _ 
©, —> £o implies U(£a)—>U(£0). 


Theorem 2 Let Y be a (F) space. The general form of (M, Y) 
linear operation 1s 


(2.4) U(x) = | x(t) db 
S 
where P(E) is an additive function with property (w)?) 


Proof. Write Ø(E)= U(CE), this function is obviously 
additive. By linearity, for any € > 0 there is a ô>0 such that 
læl|<ô implies |U(x)|<e. Let E,(1=1,2,...m) be disjoint 


8) See Banach (1) p. 10. This space is a space M corresponding to 
the set @ of all integers, € the class of all sets of integers, u(E) arbitrary 
measure having property that only the empty set is of measure 0, 

2) For functionals this theorem was stated by Hildebrandt (1) and 
Fichtenholz and Kantorovitch (l), for operations it was shown in the 
case when F is a (B) space by Gowurin (1). 
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sets (©), |a;| < ó, and let E—S—VE;,as —0,x—{a;,E;}0,.. mj 
i=1 
x is anelement of M and jx||<6. Hence e >|U(x)||= PA Ula C ga |= 


| Va, p( it follows that @(£) has property (v). Simulta- 


maż 
(= 
neously we have shown that (2.4) holds for simple functions. 
Now, {x being an arbitrary element of M, choose a aa Ln 
of simple „aa such that |x, — 4|->0. Then |[U(z,) — U(2)|->0; 
since U(x m £„(t) d©, by definition of Fréchet- BR integral 


there follows WR U(x) = [z(t) do. 
S 


Conversely, it is trivial, that any operation of described 
form is (M, Y) linear. 


Theorem 3. Let Y be a(F) space. The general form of (.M,, Y) 
linear operation is (2.4) where ©(E) is an additive function with 
property (v) and (a). 

Proof. The operation U(x) is obviously (M,Y) linear, 
therefore of form (2.4) where ©(E) = U(C;) has property (v). 
D(E) has also property (a): let u(E,) > 0 and write æ,(t) = C; 


then |x,|<1, z(t) >0 it follows that U(x,) =©(E,)->0. Con- 
versely, by the theorem 1, we see that any operation of described 
form is (M,, Y) linear. 

If (ô) is a (n) convergence in a (F) space Y, we can verify 
easily that the class of (M, Y;) linear operations is identic with 
this of (M,Y) linear operations. 


Now following question arises: do there exist linear operations from M 
to a (F) space which are not isomorphic with operations from M to a (Bg) 
space, more precisely: Y being a (F) space not isomorphic with any (Bo) 
space, does there exist a linear operation U(z) from M to Y such that the 
minimal linear closed set containing all values of U(z) is not isomorphic 
with any (By) space. The answer is positive. We shall give two examples 
of such operations. The construction will be based upon the following 
theorem of Mazur and Orliez.: 

(2.5) A (F) space Y is isomorphic with a (Bo) space if and only if the 
following condition is satisfied: 


co 
(2.6) if ya > 0 and Z|8,| < +00 (Fn being real numbers), then the series 
n=1 


ca 
Sayn 18 convergent, 
n=] 
10* 
s 
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Taking into account that this theorem was not published, we shall 
prove it here by author's kind permission. 

The necessity is evident. To prove the sufficiency, we show first that 
the following condition is also necessary and sufficient: 

(2.7) for every e >0 there is a d6=d(e) >0 such that the convex extension 
of the sphere |y| £0 is contained in the sphere ||y||-Se. 

The necessity of this condition is easy, we prove only its sufficiency. 
Write 6, — 6(1/n), and denote by C, the convex extension of the sphere 
ly|| XK 5, . Denote by 8,(y) the Minkowski!) functional of the set Ca, and 
write [y]a= 8„(y). These functionals being continuous in 0, we see that 
y >O implies [y:}4 > 0 for n= 1, 2,...; conversely if lim (yj, = 0 forn = 1,2,. 

1=pco 


then (yil = Sn(yi) <1 for i= i(n) i.e. yee On for iœ i(n) hence ||y;)|<1/n. 

We show now that the condition (2.6) implies the condition (2.7). Suppose 
the contrary, then there is an e,> 0 and for every n there are elements 
Yni» Ynas-..Yną, and numbers nis Pnt... Png, such that A >, 
Doi + Orit... Una, 7 l, | fms |e L/n? (1 dp) and [és yn + Una Yne + 
+... + Ong, Yna,|| £9. Write for m= Ar... + An + i where I Li Z Ani: 


Um = N? Ynis» Om =(1/n?) Oni, then Ym >), Z Pm | < +œ; the series Z SI Ym 


m=l n=l 
Pn+1 
can not be, howerer, convergent since |£ Om Ym|| = e0 If Pa "Ay--... + An. 
m=pn 


Let Y be a (F) space not isomorphic with any (By) space. Denote 
first by M, = m the space considered in (2.3). In Y, there is a sequence 7; 
for which the condition (2.5) is not satisfied. By a theorem of Eidelheit 
and Mazur (1), we can assume that |0| < |2|- tnplies |9 x| <|7%'m 
Choose 4440 such that |a Yai] 1/2%, and write for z = {é,se m = M, 


U(x) = ase Ay Yv 


the series is convergent, moreover, its sum is a (Moy, Y) linear operation: 


(y) 
let «x + 0 then if tn = {np} we have |5,,|LA,'(n,e =1,2,...) and lim &,,=90 
Nn>>oo 
(> =1,2,...). From the inequality 


5 


BS oo 
IlU (£a)\| < A Śny dy poll IŽ Eve Ay Youll < Ses, Ay Yol + £ (16,| 71)! (Ay Yyll < 
l2 -1 v=p+-1 


p "K+1 
ve T 
Z |Ż Sav do Yell t NE M 


t py- 


we see easily that U(x) is (Hop, Y) linear. 


= 
10) Concerning the definition and details, reuder may consult Ma- 
zur (1). 
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The minimal linear closed set containing all values of U(x) is, however. 
not isomorphic with any (Bo) space since it contains the elements U(44' en) = Yn 
(en denotes the n-th unit vector in Mo). | 

We show now that in the space M, considered in (2.1), there is also 
an (Myy, Y) linear operation with desired properties. Let {ha(t)} denote the 
orthogonal system of Haar. Let V(q) be an operation attributing to every 


1 
ceM, an element V(x) = {&(x), &.(x),...$ where &,(x)= [hn(t) z(ż)dt. From 
0 


the well known properties of Haar’s system (see for instance Schauder (1)), 
it follows that V(x) is an element of M, and that V(x) is a (M, +» Moy) 
linear operation. Hence the operation W(x) = U(V(x)) is (M, Y) linear, 
and it is easy to prove that the minimal linear closed set containing all 
values of W(x) is not isomorphic with any (Bo) space. 


Theorem 4. Let (6) be a (n) convergence in a (F) space Y. 
The general form of (My, Ya) linear operation is (2.4) where D(E) 
1s an additive function having properties (v) and (a*)1). 


Proof. We prove first that U(x) is (M,Y) linear. Let 
|x,||—> 0, then we can choose a sequence of numbers Ÿ,-+ + 00 
such that af = #,2,+0. Since sce] it follows that Ul!) >0, 
in particular this sequence is hounded in Y, hence |97" U (x4) = 
=|U(«,)|>0. Tt follows that U(x) is of ein (2 4) with addi- 
tive DLE) satisfying property (v). It remains to prove that Ø(E) 
has property (a*). Let ages > and write x Talt) = Cr,- Since 


(7) 


La > we have U (£r) = DEn) + 0 hence |D(E,)*— 0. 


(7) 
Conversely, let U(x) be of indicated form, and let c>0. 
In particular U(x) is (M, Y) linear; since 8,z,>0 in M if vj—>0, 
we infer that (U(8,a,)|=|9,U(1c,) >0, the sequence is then 


: A. ; \ À (y) 
bounded in F. Since U(x) is obviously (M,,Y*) linear, x,—0 
implies |U(z,)|/*— 0 and this completes the proof. 


4. Now we shall add some supplementary remarks concer- 
ning foregoing results. 

If we restrict ourselves to (Bọ) or (B) spaces, we may 
give simple conditions for ©(E) to have property (a). We say 
that ©(E) satisfies weakly property (a) if the real function 
7(P(E)), n — (y) being | an arbitrary linear functional over Y, 


15) finese operations were dad: (by a different method) by Fichten- 
holz (2) in the special case when Y= M. 
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satisfies property (a). We say also that ©(F) is weakly abso- 
lutely additive if ls an arbitrary linear functional 7 = 7(y) over Y, 


we have 7(P( (SE) Żn(E,)). 


It can be shown ?*) that: 


(4.1) An additive function D(E) has property (v) if it satisfies 
weakly property (a), or if it is weakly absolutely ads 


From this we get easily, denoting by (o) the weak conver- 
gence in Y: 


Theorem 5. The class of (M,, Y.) linear operations is identic 
with this of (M,, Y) linear operations. 

ORLICZ (1) has given many necessary and sufficient con- 
ditions that an additive operation from M to Y should be ( M., Y) 
linear. We can interprete some of them as necessary and suffi- 
cient conditions for ©(E) to have property (a). E. g. we get: 


(4.2) Let Y be one of spaces Lr (p> 1), L™(where 
M(2n) <kM(n))3)), V*, C. Then the necessary and sufficient 
condition that $an additive function D(E) having property (v) 
should have property (a) is that lim as P(E n) = 0, if u(E,)>0 4). 

nd 


Let now Y be À (B) space. If U(x) is a (M, Y) linear ope- 
ration, its norm || satisfies the following inequalities 


(4.3) sup |9(E)| < |[U|< 2 sup 'h(E)|. 
ECS ECS 


‘The first of them is obvious, to obtain the second it is 
sufficient to show it for simple functions. We have for 
m 3 
m: |U(a)| =|| È a» D (F,)| = RA Me, DB) 
v—] 


0,1 v=) 


c =f(a,,F,) vr 


ę... 


« max A | < 2/a|sup|P(Z)(. 
v=l,.. D ECS 
The linear space H of all linear functionals y(y) = 7 over Y 
with norm |q||=sup|y(y)| is called the conjugate space (to Y). 
Ill 
13) This theorem is due to Pettis, Bull. Am. Math. Soc, 42—2 (1939), 
abstract; see also Alexiewicz (1). 
13) Concerning the definition of spaces LM, see Orlicz (2). 
4) u(Æ) denotes here the Lebesgue measure. 
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The space Y is said to be reflexive if every functional y(n) 
linear over H is of form y(n) = 7(y,), Where y, is an element of Y. 


Theorem 6. Let ¥ be a reflexive (B) space, and let M, be 
a separable subspace of M. The general form of (M,, Y) linear ope- 
ration is 
U(a) = fat) do 
Ss 


where P(E) ts an additive function with property (v). Moreover 


~ 


sup |0(B)|< |U|< 2 sup \D(E)|. 
ECS ECS 


Proof. Let yeH, then 7(z) =7( U(@)) is a linear functional 
over M,. By the theorem of extension of linear functionals (Ba- 
nach (1) p.55), it follows that 7(xz)=47(U(z)) = Jzlt)d Y 

S 
where W(E)=¥, (E) is an additive real, bounded function, 
moreover sup |(K)| = ly| = 2sup|#(£)|. This extension is not 
ECS ECS e 

unique, but for any extension we have |y(æ)|=|n(U(x))|< 
<lmlVl-iel, Ar sup 7< inl- U 

BE 
it follows that 
(4.4) sup |P(E)| < linl]: U|]. 

ECS 


M, being separable, the minimal linear closed set X, con- 
taining all values of U(x) is also separable. Let {ņ,} be a se- 
quence of linear functionals, weakly dense on the unit sphere 
in H, (the conjugate to. Y,). We have TTE E E 


where Y,(E) is a real additive function arid sup [PEN < 
<= ||"n -|TJI=lU|. Let ti, %,... tn be arbitrary xe numbers, 
let nly) = Y tin (Y); it is an element of M and we may write 
mU(x)) = fat) dA where P(E) Na WE). 
Ś i=! 
By (4.4), we have sup (PE) S linli U= ltini + taa + + 
+ tm Nm||-||U||. Keep E fixed, and write a, = YAE) (4 =1,2,... m), | 
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by the last inequality 
ity M | lą dą „TE - bm a, | £. JA 91 -|- ło No + eee 4- i Nin | JU]. 


Hence, by a theorem of HELLY (see for instance KAKUTANI 
(1)), there is, for any n, an element ye Y such that 


(4.5) MUn) = M; Na(Yn) = Bose NnlUn) Fa, YJ SIUI+1/n. 


The sequence {n(Yn)}n=1.2,.. 18 then convergent for j = 1,2, ... 


The space Y being reflexive, Y, is reflexive too. (Pettis (1)). 
In reflexive spaces the weak convergence of functionals has the 
same properties as this of elements, hence we deduce, by the 
weak density of the sequence {na}, that the sequence 5,(7) = 7(Yn) 
of linear functionals over Hy is convergent in a dense set of 
elements; by the second inequality of (4.5) it 1s also bounded. 
By a theorem of BANACH -STEINHAUS (Banach (1) p. 79), 
the sequence is convergent for every yeH,. The space Y, 
is Weakly complete (Pettis (1)), hence there is an element 
y= D(E) such that lim 7(y,) = n(d(E)) for every ney. We 

n->co 
can prove easily that the function $(E) is additive. By the 
second Inequality of (4.5): sup MP CPI LU]. 
C 


We have then shown that n(Ø(E))= lim y{(4,) = a;= PE), 
noo 
it follows that 4,(U(z)) = f x(t)dn(®) = nJ z(t) db). This relation 
Ś S 


holds in a weakly dense set 7j, then it is valid for €very n € Ho, 
hence U(x) = [a(t)d@®. In (4.3) we have shown that 
S 


U = 2supld(£) and this completes the proof. 
ECS 


From the theorem 6, we deduce the following generaliza- 
tion of a theorem of Mazur (see Banach (1), p. 72). 


Theorem t. Let Y be a reflexive (B) space, and let Mo 
be a separable subspace of M. The general form of (Ms, Y) linear 
operation 18 


(4.6) U(x). lim fælt) ht) dt, 


noo © 
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where hn(t) are abstract functions (defined in S with values in Y) 
integrable in. the sense of DUE), Moreover ' 


|U|| <lim po, [ma j f h,(t) dt | U||. 
EC È 


noo 


Proof. Denote by {%,} an enumerable set, dense in M,. By 
the theorem 6: U(x) = fx(t) dd, where D(E) is an additive function 
S 


and sup O(E)|< U |< 2 sup |@(£)||. For any n there are disjoint, 
ECS ECS 


sets {En jar, 4, So NE, such that the oscillation of x(t) on 
J= 


E,,is less than k for i=1,..,n;3 — 1,.., kn Write h,(t)=D(E,;)/1(E;;) 


for teE,, if u(E) >0, h(t) 0 ih the contrary case. The 

functions h,„(t) are simple, and therefore BOCHNER integrable 

and :fh,(t) dt}<2supl@(E). Let („e K,, and let 7<n, put 
E ECS 


anj = Tity); we have if PA) )h,(t)dt — ee <|| fat) h(t) dt — 
S 


kp 
= Sa, PE) + PZA Ej) ZEŃ )dP||=A,4- 4, 


| kn e wt 4 
A, = f (x(t) — anj] halt) dt) < 2- “ sup] fh dtl <U, 
E | N ECS È n 
u i, 
A, SĄ [anj P(En) RR fai (t) aP)||= 12 M | [ay — gz (t)] d p |  — | U ||. 
f=} Enj ITI Enj (27 


The formula (4.6) is then valid for every x = x,. The norm, V, 
of the ae Valt) = z a(t)h,(t)dt satisfies obviously the 


inequality |V} < we by a theorem of BANACH-STEINHAUS 
(Banach (1), p. % ri ki sequence is convergent in M, and its 
limit is (Mo, Y) linear. The relation (4.5) being true in the dense 
set z: it must hold in the whole of „M4. It is easy to choose 
sets E in such a manner that 


> jim sup Pld) dti— Ul > 0. 


i ee ee 


15) See S. Bochner (1). 
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5, MAZUR and ORLICZ (1) have shown that in (F) spaces -X 
and Y the limit of a convergent sequence of (X, Y) linear 
operations is (X, Y) linear. In linear spaces with a definition 
of limit more general than that in(F) spaces, this theorem may be 
false. In particular, for (Y,, Y) linear operations, (y) being 
even a (w') Convergence in A, this theorem is no longer true 
in general as may be verified on the example of linear functio- 
nals over V,. 

En this paragraph we show that this theorem remains true 
for linear operations in M,. 

According to our terminology a sequence convergent in 
sense of a definition (a) of limit will be called (a) convergent, 
and if (a) is a convergence generated by norm in a (F) space, 
the sequence will be said to be convergent. 


Theorem S. Let Y be a (F) space, and let {U,(x)} be a se- 
quence of ( M., Y) linear operations convergent to U(x) for every x; 
then the limit-operation is (M, Y) linear !8). 


Proof. By the theorem 3: U (x)= fr(t)dD,, where P(E) is 
Ś 


an additive function with properties (v) and (a). U,(x) are 

also (M, Y) linear, then their limit U(x) is also (VW, Y) linear, 

hence of form /a(t)d® with P(E) satisfying property (v). It 
5 


is Obvious that D,(E) >w(K) for He € hence by a generaliza- 
tion of HAHN-SAKS - STEINHAUS '*) theorem ©(F) has also pro- 
perty (a). 


Theorem 9. Suppose n is not singular." Le Y be a (By) 
space, let {U,(x)} be a sequence of (M.,, Y) linear operations con- 
vergent for every x -x(t) being a characteristic function; then 
the sequence is convergent for every x. 


Proof. We have U,(x)= il L(t dba, where Ø (E) = U„(C) 


are additive functions with PAOR (v) and (a). By hypothe- 
sis P(E) > 9(K) for every He ©, then by the generalized HAHN- 
SAKS-STEINHAUS theorem, it follows that *P(E) has pro- 


= 1 A - = a e ZLA 


16) This theorem is due to Orliez (L). 
17) See, for instance, Alexiewiez (1). 
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perty (a), moreover |®,(E,) — 0 if u(E,)>0. From the last 

relation we deduce that [%,(E,)11> 0 if u(£,) > 0 for i — 1,2,...; 

hence there is a constant k; such that [[z(t) dQ],< x! k; for 
S 


every x being a characteristic function and, in consequence, 
for any simple function. By passage to the limit we verify that 
this relation holds for arbitrary elements of M, hence the 
sequence {U,(x)} is bounded for every we M. From hypo- 
thesis it follows obviously that the sequence is convergent 
for every « being a simple function. Since simple functions form 
a dense set in M, we infer by the BANACH -STEINHAUS theorem 
that the sequence is convergent everywhere. 


Theovem 10. Let (0) be a (n') convergence in a (F) space Y, 
and let {U,(x)} be a sequence of (M, Ya) linear operations (ò) con- 
vergent to U(x) for every x. Then U(x) is (M., Ys) linear. 


Proof. Note first that these operations are (M, Y) linear 
and are bounded in Y for every x. Then, by a theorem of MAZUR 
and ORLICZ (1), for every e>0 there is a 6>0 such that 
[Unx <e for (s| = ð, n=1,2,.... From (nz) it follows that 
V(m))=e for w|=0. Hence U(x) is (M, Y) linear, it follows 
that U(x) [x(t)d® with additive P(E) satisfying property (v). 


Since P,(E) have also property (a*) and since ©,(4)—9(F) *¥ 0 
in ©, we deduce as in the preceeding theorem that (E) has 
this property too. 

Using the inequality (1,4) we can prove that 

(ô) 
(5.1) The hypothesis of the theorem 10 implies that U,(x,) > 0 
(y) 

tf 27m >0. 


6. Now we shall generalize the theorem 9 for (V., Ya) linear 
operations, à being a (n) convergence, but we can state it in 
a less general form. 

Suppose Y is a (Bo) Space and suppose that the measure 
in © has the following property 


(6.1) For every € > 0 there is a N such that every set E can be 
written in form E= H,-- Hą-r... + Hy, where H; are disjoint 
and n(H,) <e for à = 1,2,...N. 


‘ 
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This condition is satisfied e. g. if € is the family of 
Lebesgue measurable sets and m is the Lebesgue measure. 

If we dont make distinetion between two sets which differ 
only by sets of measure 0, we can consider the set € as a complete 
metric space, the distance of two elements KF, and E, being 
defined by the formula (Ej, Eo) = n(E,+ Eo- K, Eo). 

Denote by A the family of additive functions P(E) defined 
in € satisfying the following property: for every i and k, the 
set of elements E for which [D(E)|, = k is closed (in €). 

We prove first a lemma: 

(6.2) Let {P (E)} be a sequence of functions of A, bounded 
for every E, then the sequence is bounded uniformly i. e. for any 
sequence {En} the sequence {P,(E,)} is bounded. 


Proof. It is sufficient to prove that for every 7 there is 
a ki such that [P (E); k, for every Ke€. Denote by Y, the 
class of those E for which [P (E); < k foren = 1, 2,.... These 


w 
sets are closed and by hypothesis € = Y' 9),, hence one of these 


sets, say Yy, , contains a sphere. Let By be the centre and ô the 
radius of this sphere. For (£, £,) <Ò we have then [©,(5)],< ko 
fore = 1, Ż,.a 

We shall ZA that Le, (E)],< 284, if (E) <6, nel, 2,.... 
Write H,= Eo +E, Ha~ Ey— kh, we see that (Eo, H,) <ó, 
(Eo, H) <ô, hence (D(H NL kos [P(H,)],Lką; but ®,(E) = 

b (Hi) — O, Ho) it follows that [D (E) [O(A] + [@,( 119) |p = 
<2k,. In virtue of (6.1) there is an N = N(6) such that every 
set E is a sum of less than NM disjoint sets of measure less than 6, 
hence [6,(K)|,< 2Nh, = k, for nm = 1,2,.. 

Let now (ô) be a (n) convergence in a . (Bo) space FY. Let us 
observe now that the additive functions P(E) having proper- 
ties (v) and (a*) belong to A. In fact, suppose that [©(E,)|, < 

k and (En, E)—>0. Then ;6(4,)-- ene |P(E,— EEn) — 
— PE—EE,)|* < d(L,—EE,)|* OF — EE,)|, since u( 4-7 — 
— FEE) <= (k,,E sę, WE TEE) LEE), we see that :O(E,) — 

- P(E)! *—> 0, hence, by (n°), [D(E)L< k. > 


Theorem 11, Let (6) be a (n'') convergence in a (By) space Y, 
and let {U,(x)} be a sequence of (M, Ys) linear operations (ò) con- 
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vergent for every x = x(t) being a characteristic function. Then 
the sequence is convergent for every x 38). 


Proof. Since these operations are (M,, X *) linear, there is by 
the theorem 9 an operation U(x) which is (M,, Y*) linear such 
that |U„(z) — U(x) *— 0. To prove the theorem, we shall show 
that this sequence is bounded in Y i. e. that there are m, = ma) 
such that [U,(x)j;<m(av) for n= 1,2,... Since U,(x) = falt) do, 
where ®,(£) belong to A and since the sequence is Sa 
for every E, there are, by (6.2), numbers k; such that [©,(E)], < k; 
for every He ©, n= 1,2,...; let w=fa,,E,)=12..„ be a simple 
function, from the kit, inequality it follows [U(z)], = 


m m 
= Ces AnP(E,)]; < 2max [an| sup [ Ve, D(E,)), < 2k;læ| = m(x), 
n= n s- mM fn done) 


since this is valid for simple functions, this inequality must 
hold also for every x 


FE 


4. The BANACH-STEINHAUS theorem (Banach (1), p. 79) 
called also *Resonanztheorem" is not true for linear operations 
in M,, it is no longer true for linear functionals as may easily 
be shown by an example. From results of my thesis it follows, 
that the BANACH-STEINHAUS theorems of condensation of 
singularities (Banach (1), p. 25, 81) may be generalized 33) for 
the space M, as follows: 


Theorem 12. Let (6) be a (w) convergence tn a (F) space Y, 
and let {U {x)}41,2,… be a sequence of (M,, Ya) linear operations 
(ô) divergent [(6) non bounded] for x =«p. Then there ts an 
element x, such that the sequences { Ujq(Xo)$ q—1,2.... are (0) divergent 
[(0) non bounded) for p = 1,2,... 

The results of foregoing paragraphs may be generalized also 
for polynomials in M,. The operations of degree m (from a linear 
space to an other linear space) have been defined by MAZUR 
and ORLICZ (2). Suppose in X and in Y there are respectively 
two definitions of limits (a) and (8), then an operation of 
degree m from X to Y will be called (Xa, Ya) polynomial of 


(u) s , . (8) 
degree m if #,— x implies U(a,) > WDA 


za - — 


18) This theorem was shown in particular case Ys=M, WEB 
holz (2). ; 
19) See Alexiewicz (1). 
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From results of my thesis and from (5.1) it follows: 


Theorem 13, Let (0) be a (n') convergence in a (F) space Y, 
and let { U (£); be a sequence of (M,, Ys) polynomials of degree = m, 
(0) convergent for every x. Then the limit operation js (My, Y5) 
polynomial of degree = m ??). 

Theorem 11 formulated as in paragraph is, however, false. 
It is true in the following form: 


Theorem 14. Let (6) be a(n") convergence in a (Bo) space Y, 
and let { U,(x)} be a sequence of ( M,, Ya) polynomials of degree < m, 
(ô) convergent for every x = x(t) being a function taking only a finite 
number of integer values. Then the sequence is everywhere con- 
vergent. 


- 8. In this paragraph Y is a (B) space. We shall consider 
now the following convergence in M. 
(8) lim £, =£ means that lim |€ |<- co and £t) — Z(t) 
n->oo n->co 
almost everywhere °’). 

To consider this convergence it is not necessary to suppose 
that a measure u is defined in €, it is sufficient to suppose 
only that a Borel subclass €, of € is defined, and the sets 
(©) are called null sets. Then we can define the Fréchet- 
Radon integral as in paragraph 1. An additive funetion: will 
be called absolutely additive if P(YE,) = YW(E,), {En} being 

a=! n=1 
an arbitrary sequence of disjoint sets. Following theorems can 
be proved: 


Theorem 15. Let Y be a (B) space [let (ò) be u (n) conver- 
gence in a (B) space], then the general form of (Mg, Y) linear 
operation [(My, Ys) linear operation] is (2.4), where P(E) is 
a function absolutely additive [absolutely additive in Y*] with 


property (v). 


20) This theorem was shown for polynomials in (F) spaces by Mazur 


and Orlicz (2). 
21) i. e. excepted a null set, This convergence was considered first 


by Fichtenholz (1), (2). 
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Theorem 16. Let (0) be a (n) convergence in a (B) space, 
and let {U,(x)} be a sequence of ( M5, Ya) linear operations (6) con- 
tergent to U(x) for every x. Then U(x) ts (Ma, Ya) linear. 


Thcorem 17. The limit of a weakly convergent sequence 
of (My, Y) linear operations is (Mg, Y) linear. 
Theorems 9, 10 remain also true for linear operations in M, 


9. Now we shall give an example of a linear operation 
im, A, 22); 

Dinale by M the space M, considered in (2.1). Let {y,(t)} 
be an orthogonal system ACTES of bounded functions, 
complete in L’(p>1). A sequence {ån} is called the mulipli- 


cator of class ( M, I”), if Yano„(t) being the Fourier development 
n=1 


of an element x —zx(t) e M, the es oh AnQ„(t) is the Fourier 


development of an element y(s) = U(x , 8) of LP. The function 
U(«,s) is uniquely determined, since (palt is complete. It is 
known that U(x) = U(x, s) is a (M, L”) linear operation; we shall 
prove that it is (M, L”) linear. 

The following property holds for U(x, s): 


(9.1) TUE x(8) dd = Jetoue, 0) dd. 


U(x) is (M, wi linear, hence of form f x(t) db, where Ø(E) 


0 
is additive and Ó©(E)| < K for measurable sets Æ. It is sufficient 
to show that a(E)=0 implies Ø(E)=0 and that @(¥) is 
weakly absolutely additive. : 


I 
If p(k) -- 0, then by (9.1): [qg,;(8)U(Cz,8)d9 = 0, hence 
0 
U(Cr, 0) =O(£)=0, IU Pnlt) is a complete BE, 
Let {E,} be a sequence of disjoint sets, let E = DE, By (9.1) 
4, [ pd) dd = j pð) P(E,0) db = $ f pi(B) D(En, 0) dd; considering 
E 0 n=1 0 


1 
fol(9)y(9)d8 as a linear functional n{y) in Z”, we see that 
0 


22) This result is analogous to one of Fichtenholz (2); u(E) denotes 
here the Lebesgue measure. ` 
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nÂB(E)) > YyÂb(E,)). Since LP is reflexive and the system 
n=l. 


{@nlt)} is complete, then the set of all linear combinations. 
of 4, is dense in the conjugate space (Banach (1), p. 58); 


Q 
hence (Banach (1), p. 133) the series VO(E,) is weakly con-! 
n=) 


vergent to DE). 
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LINEAR OPERATIONS AMONG BOUNDED 
MEASURABLE FUNCTIONS II 


By A. ALEXIEWICZ, Poznan 


In this part we generalize some results of the first part?) 
for the space of abstract measurable functions. 

Let X be a (B) space, and let S be an abstract set, € a Borel 
class of subsets of S, u(E) an absolutely additive measure - func- 
tion in € such that u(S) < + oo. The definition of measurable func- 
tions from $ to X has been given in principle by BocHNER (1)3), 
who has also defined the Lebesgue integra] for those functions 
for which f|æ(t}|du <+ co. We shall denote by L{X} the linear 

S 


space of all functions from S to A, integrable in BocHNER 
sense; with norm |x|— /|x(t}}du, L{X} is a (B) space. 
S 


By M{X}, we denote the linear space of all measurable 
and essentially bounded functions from S to X; with norm 
æ= es supliæ(t)|, M{X} is a (B) space. 

teS 

We define the convergence (y) in M{X} analogously as 

in MV): 


ae 
(y) lim „= a, means that im || < + co and that ||c,(t)— zo(t)||--> 0. 
n->ca 11-00 
It may be easily verified that (y) is a (n’) convergence, if 
we put X= M{X}, A* = LEX}, |z|=essup|z(t)l|, ||x||*= | \a(t)ide. 
tes S 


The space M{X} considered as a linear limit space with con- 
vergence (y) will be denoted by M,{X}. 


1) This Journal p. 140. 

2) We presuppose the knowledge of the paper of Bochner. Numbers 
in brackets refer to the bibliography at the end of the first part of this 
paper. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 1] 
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The space M{X} has following property: 


Lemma, Let |xg|| <1, £> 0, then there is a 6> 0 such that 
each element ue M{X} ny ry the inequalities [|| s 1, IP 
may be ETA AU in form. 


U = u Tag Vo 


where ||v,\| <1, [v <1, |lag— v,|*¥< €, |X9— | *< €. 


Proof. Write ¢ = min( 5, Piza): 6=e* and suppose 
jaz <1, ||u|jF<ó. Put E, = Eiu(t)| >e), we see that |u||* = 
O [du = futé) |du > Zu(E, ) hence u(E,) <d/e =£. Now, 
re E, = E(t] <E, |To(t) + u(t)] < 1}, Es TAUS 
EAU: u(t) > 1). The sets E, are disjoint and HE to ©. 
Define for teE; 


H(t) = old) + «a| + € — 1 | 

|©o(£) + u(t) 
5(t) is a real measurable function and 0< &(t)<(1+e¢)+e—1 =e. 
We put further 


ee : for te LE, 

v,(t) = at )+ u(t) te HK, 

| ©o(t) + u(t) + e(t) [Xo(t) + u(t)] te Ky 

¢ | for te F, 
vS ar | teE, 
solt) — H(t) [æa(t) + u(t)] te E, 


these functions are evidently elements of M{X}. 


For teF, + E, we have |pv,(t)|<1, and for te H,: ||v,(t)|= 
=||[1— AEJ Lot) + u(t)]|| = [4— At) |r o(t) + ult =2—e —la(t) + 
+ u(t)|<1—e<1, hence |v,(ż)|<1 for teS. 
Similarly, for te E}: v(t) = (1—e) EE u 
IDC) <(1— e) + |u(t)|<(l—:)-e=1, if te E+ E, we have 
|?a(ż)|S1; then |va(t)| £1 also. 


+ u(t), hence 


LINEAR OPERATIONS 163 


Write now Zo — ty! * = f j|to(t) — v,(£)| du Na ie) 
[< f2dp = LUE) 28 ; aK 
J= | u( ld <E E) < E JUS) 
J fi u(t) + AO Leld EE) < MENE | 2sup|5(0)) <5zn(8) 
RE, eo — tyjj* Leu(8)+ 26<e, and further 
lo Pal" = Polt) — volt) dye z + sk 
gl Ak H(t) due =u E) <e, UG = 0 
yi pi rot) — w(t) du < AIM LEE Aa u(E;)<tenu(58), 


GRU PR RE + LES) <e. It is obvious that u(t) = 
= v(t) — Tę(t). 


Theorem 1. Let Y be a (F) space, and let {U,(x)} be a se- 
quence of (M,{X}, Y) linear operations convergent for each x 


to U(r). Then U(x) is (M,{X},¥) linear. Moreover r,—> 0 
implies Un(a) >0: 

Proof. Denote by À, the set of these elements x(t) of M{X} 
for which x(t) <1. Define the distance (ry, £2) of two elements 
Tis Loc À, by formula (xy, £) —|2, —x.|*. Since condition (n’) 
is satisfied in M,{-Y}, the space A, is metric and complete. 

Write V (£) = U,(x| X,), V(x) = U(x|X,), these operations 
are continuous in X; and have the property that V,(æ, — £a) = 

Valari) — V(x.) provided that Zi, £o, A1 — T2€ À, the same 
property has also V(x). Since V(x)—F(x) for each ce4;, 
these Operations are oa NE in a point 4 i. e. for 
every 7>0 there is à e> < e implies 
IV alto) — Falt) < 9 for n= 1,2,... Let ô be the number deter- 
mined by lemma, and let p < 6, we X, then, denoting by 
tą, tę elements determined by lemma, we can write |VF,(u)| = 
=| V a(t — Pad FV a0) — Vite) < Valt) — Vito) +] Vatto) — 
—V,(v,)|< 27 and this inequality holds for n=1, 2,... 


Let now z, Zo, We may suppose without loss of generality | 
that je, <1. Since |En *—> 0 we see that |U,(x,)|<n for n suffi- 
ciently great. The first part of theorem follows then immediately 
from the second. 


11* 
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From a theorem of my thesis (1) and from theorem 1, it 
follows: 


Theorem 2. Let (0) be a (n') convergence in a (F) space Y, 
and let {U,(x)} be a sequence of (M, {X}, Ys) linear operations (6) 
convergent to U(x) for every x. Then U(x) is (M,{X}, Yo) linear. 

Theorem of condensation of singularities is true for linear 
operations in M,{X} also. Theorems 14, 15, 16 of the first part 
remain also valid if we replace the space M, by M,{X}. 


SUR UN PROBLEME D'INTERPOLATION POUR LES 
INTEGRALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
| LINEAIRES 


Par JAN G.-MIKUSIŃSKI, Poznan 


Introduttion. 


Le sujet de ce travail s’est révélé pendant les recherches 

faites sur l'équation différentielle 
(BĘ gt) + A(t) x = 0. 
C’est en 1939 que M. M. BIERNACKI m'a suggéré une géné- 
ralisation d’un problème de Sturm et ma même donné les 
premières directives. J'ai abordé ce problème avant la guerre, 
en travaillant ensuite sous la direction de M. T. WAZEWSKI; 
j'ai continué ces travaux pendant toute la durée de l’occu- 
pation allemande, restant en contact avec M. M. BIERNACKI 
et profitant de ses conseils précieux. 

Pendant mes recherches, plusieurs nouveaux problèmes se 
sont présentés. Leurs solutions furent retardées pendant des 
années à cause de certaines difficultés ayant toutes un ca- 
ractère commun. Je les ramenai, en 1944, à un problème d'inter- 
polation qui est une généralisation du problème classique aux 
limites. La solution de ce problème réussit après avoir introduit 
des déterminants combinés. Cette méthode qui avait été appliquée 
d’abord à l'équation (I) parut assez générale. En suivant une 
observation de M. T. WAŻEWSKI j'ai pu étendre cette méthode 
4 une classe bien vaste d'équations différentielles (linéaires) 
en introduisant une variante!) d'un théorème de M. E. KaMKE?”). 


1) Voir 3.1. 

2) E., Kamke: Zur Theorie der Systeme gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen II. Acta Mathematica T. 58, Satz 9, p. 82. Ce théorème, pour 
être tout à fait strict, nécessite une modification d'hypothese indiquée 
par M. Ważewski, cf. T. Ważewski: Sytémes des équations et des inégalités 
différentielles ordinaires aux deuxièmes membres monotones et leurs applica- 
tions. Aunales de la Soc. Polon. de Math. T. IX. 
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Le but principal de ce travail est de préciser le probleme 
general de l’interpolation et de décrire la méthode de sa solution 
au moyen des déterminants combinés. C'est ce qui fait le sujet 
des chapitres 1, 2 et 3. Dans le chapitre 4, je prends en ¢onsi- 
dération quelques propositions qui permettent, dans certains 
cas, de simplifier la méthodé introduite. 

Enfin, je considère, dans le chapitre 5, le problème d'inter- 
polation pour un „systeme cyclique généralisé”, cette dćnomi- 
nation étant adoptée pour le système d'équations 


By = fint) Zn + fult) di + fielt) 123 
Da = for(t) Ti + folt) La + foalt) Ta; 
La = fnn i(t) Py ł fnnlt) £n F fait) 14. 
Ce système est une généralisation du système 
(II) Li — fio(t)%2;1..; re (JE tnlt) Py, W, fm(t) £: 
qui pourrait être appelé „système cyclique”. 
Le système (II) est plus général que l'équation (I) et peut 
être ramené à celle-ci par la supposition 
fult) = ...=fn-1n(t()=>l, fuit) = — A(t); 
il contient, de meme, comme cas particulier, l'équation de 
Sturm [Pee] + ZE v FP({)+0]; en effet, on obtient cette 
équation de (IT), en posant: n — ?, fal) = prz fa.(t) = — Q(t) 


et en éliminant la variable z,. 

Dans ce travail, j’ai négligé entierement des problemes, 
d'où celui d'interpolation a pris son origine; ces sujets seront 
traitćs dans un autre travail. Parmi les problemes auxquels 
la méthode en question a pu ex post étre attachée, je considere 
un probleme ćnoncć et en partie résolu, en 1944, par M. M. BIER- 
NACKI). 

En terminant cette introduction qu'il me soit permis d'ex- 
primer mes vifs remerciements à M. M. BIERNACKI — dont 
je suis élève — qui, avec une grande bienveillance, a prodigue 
ses conseils pendant les six années de l’occupation allemande, 


3) Les résultats de M, M, Biernacki ne sont pas encore publiés, 
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à M. T. WAŻEWSKI qui avec une extreme complaisance s’est 
occupé de moi pendant mon séjour à Kraków et qui souvent, 
pendant la guerre, a donné de bienveillantes directives et, 
enfin, à M. F. Lega dont l’aide précieuse, concernant le sujet 
et la rédaction de ce travail, m’a été d’un grand secours. 
C’est aussi un agréable devoir pour moi d’exprimer ma 
gratitude a M. W. WRONA qui m'a aidé à faire la revue de la 
littérature, concernant la théorie des équations différentielles 
linéaires. 


1. Problème d'interpolation. 


1.1. Généralités. — L'intégrale générale 
(1) Ly = Pat); La= Pit) 


du système d'équations linéaires 


(2) ai = > fult at ght) (i=1,...,n) 
at 


dépend de n paramètres arbitraires. En adoptant pour ces 
paramètres des valeurs convenables, on peut, dans un point 
fixé t—a, donner aux fonctions (1) des valeurs quelconques, 
choisies à l'avance. C'est ce qui est le théorème classique d'exi- 
stence pour un système d'équations linéaires. Nous allons eher- 
cher, dans quelles conditions il est possible de prescrire, aux 
fonctions (1), des valeurs arbitraires, simultanément dans r po- 
ints différents ay,dą,...,0,. En ne disposant que de n para- 
metres, nous supposeront que le nombre total.des valeurs 
prescrites soit n. Nous supposerons, par le meme, que » <n. 

Les n valeurs en question peuvent être disloqućes de diffé- 
rentes manieres, non seulement par le choix arbitraire des 
points a,,...,a,, mais, de plus, on peut prescrire ces valeurs 
à des différentes fonctions, choisies à volonté parmis (1). On 
obtient ainsi une grande variété du problème considéré. Par 
exemple, pour n = 3, r=2 on a, entre autres, les cas suivants: 


1°: yay) = 6, Gala) = Coy Pol 41) = C4 ; 


29: pilai) =c, Palaz) = Coy Pal U) = 63; 
J 
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30: g(a) — C5 Paa) = Cy, Pzldo) = C3 5 
49: py(dą)"Qq; Palai) = Co, Palaa) = Cy 


et beaucoup d’autres. 

Nous préciserons, maintenant, le problème ci-dessus, d'une 
façon générale. 

Soient donnés les r points 


A L Ag < +: UR 


appartenant tous à un intervalle, où l'intégrale (1) existe. 
Soient données, de plus, 7 suites l 


(3) Jua Jugu ( = Lewsed r) 


des nombres naturels <”. On suppose que dans chaque suite, 
prise séparément, tous les nombres sont différents, la repé- 
tition n'étant pas exclue pour différentes suites. Le nombre 
total de tous les éléments des suites (3) soit égal à n 


JF ali A= o 


Soient données, enfin, n valeurs arbitraires 
Crip ess Che, 5 Cory :::3 Coq, 3 ee 3 Ćr1) ***) Ćrq,* 


On se demande, s'il existe une integrale (1) du systeme (2), 
satisfaisant aux conditions 


(4) Piuw(Tu) = Cu r (u = ELLE r; = 1,..., Qu) 


Le problème qui précède sera dit le probleme général d'inter- 
polation pour les intégrales d’un système d'équations linéaires. 

Au cas r=2, le problème d'interpolation se réduit à un 
problème aux limites et, au cas r=1, à un simple problème 
d'existence. 

Remarque. Le problème d'interpolation pourrait ètre 
formulé d’une façon beaucoup plus générale, en faisant ab- 
straction des équations différentielles et en partant d’un système 
quelconque de n fonctions à n paramètres. Or, nous profiterons, 
dans la suite, d’une manière essentielle, du fait que les fonctions 
en question constituent une intégrale de (2) et nous verrons 
que les conditions de la solubilité du problème peuvent être 
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exprimées par certaines inégalités entre les coefficients du 
systeme. C'est pour cela que notre ćnoncć du probleme a dćja 
été ajusté aux équations considérées. 


1.2. Déterminant caractéristique. — Soit 
(5) Da). ; Dn =p  „(0), (1a. 08) 


un système fondamental quelconque d’intégrales du système 
homogène 


(2') Ti 2 fylt) ay AL 7%) 

j-1 
qu'on obtient de (2), en négligeant les termes g(t). Alors, lin- 
tégrale cherchée de (2) peut être écrite sous la forme * 


(6) Ly = Y(t) = 2 AiD jx{t) + Y(t) (x = L,..., n), 
i=l 
44(t),..., F„(t) étant une intégrale particulière de (2), fixée 
a volonté. Pour trouver les coefficients A,, il suffit de résoudre 
le système de n équations algébriques 
(1) D: A; Pip, apy) = Cuv— Pin) EZ M Va 44): 
i=] 


Le déterminant de ce système a la forme 


Py), (a) eee P aj (a) 


Pija l(a) e.. P yy 9 (41) 
Pij(dg) «e+ Puy, (4s) 
Bipgetas) 2 Nb, pale) 


Pij (ar) ee Dajla) 


Diala) +++ Br (ar) 


vu, en changeant les lignes en colonnes, 
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Pi; (as) .. Pin, (m) cu. Pig, (ar) :.. re 


WIG; 1565) AZ . . . . . . e . . . . . . . 
| ZACH ree Pajig l) tae Paj (ar) pa Pajea ta aa 


cette derniere forme étant la plus convenable pour les applica- 
tions prochaines. Le déterminant W(q,,...,a,) sera dit le déter- 
?ninant caractéristique du problème d'interpolation considéré. 
S'il est différent de zéro, il existe une, et settlement une, inté- 
grale de (2), satisfaisant aux conditions (4). 


1.3. Continuité de la solution. — En mettant en évi- 
dence tous les paramètres, l'intégrale (1) de (2) peut s’écrire 
Hy y(t; (Ly 5.229 yy Chis coe g Cigg.) Cyt, pertain) (+= |, e009 n); 
elle est done à regarder comme un système de n fonctions à 

n-+-r-1 variables 
Ae (liges. g Ar Cages Clg see. CRE PU | DE 
Ni les coefficients /;, de (2) et les termes g; sont continus 


dans un intervalle a= t<.b et si le déterminant W(u,,...,a,) 
est different de zero dans un certain point 


(8) a= af (a <af<b pour Ł=lL,..., r) 
alors les fonctions (1) sont continues par rapport à toutes les 
variables 


ls Ais... Ary 0113 ***3 Ćrq, 


dans un domaine 
| a Lt<bvb | 
la af | oe (el 0, LE Lits?) 
(9:23 Cro, arbitraires. 


En effet, la continuité des ©,, implique celle du déter- 
minant A o 2 qui, par suite, est -+0 dans un certain 


————— - Na — 


*) Cela ne fortit. pas a ce que nous avons dit au commencement 5 1.1, 
car certains es paramètres a,,...,a_ ; (yyy... Tg, sont apparents. Une circon- 


stance analogue a lieu p. e. au cas des fonctions caractéristiques d'un sy- 
steme d'équations linéaires (v. E. Kamke. Diff.-G).L6s.-Meth, u, Los, 1943, 
page 35). 
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voisinage de (8) 
|aazaf|<e (e>0, 1=1,... 57). 


Or, dans ce voisinage, les coefficients 2; s'expriment, en 
vertu de (7), d'une façon continue par q,,..., a, et linéaire par 
Cu. Cva,- Us sont done continus dans D. La continuité de 
gy, résulte, maintenant, directement de (6). 


1.4. Certaine propriété des déterminants caractéristiques. — 
Si on laisse, dans un probleme d'interpolation, toutes les don- 
nées constantes et qu'on ne fait varier que a,,...,a,, On peut re- 
garder W(u,,...,a,) comme une fonction de r variables a,,...,a,. 
Or, cette fonction n’est pas définie univoquement, elle dépend 
encore du choix du système fondamental (5). 

On démontre sans peine que, W(a,...,a,) et V(a,,..., a,) 
étant des déterminants caractéristiques, correspondant à deux 
systèmes (5) différents, on a identiquement 


W(a,...,4,)=NW-V(a,,...,4,) (A — une constante). 


On pourrait exprimer ce fait plus court: le déterminant 
caractéristique d'un problème donné est déterminé jusqu'à un 
facteur constant. | 

En effet, si 


Dit), pge] Dinlt) , D(t), Sog p Dinlt) 


sont les deux systèmes fondamentales donnés, on peut écrire 
toujours 


n 


(9) | NSA MO, 4, = 11:45) 
A=1 


le déterminant |k,,| (à termes constants) étant différent de 
ZrO. , 
En substituant (9) dans -W(a,,...,u,), On voit que 


Was kr Fu. ga), 


ce qu’il fallait démontrer *). 


*) Cette démonstration est due à MM. F. Leja et T. Wazewski. 
La première démonstration a été plus longue et moins directe, 
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1.5, Déterminant caractéristique comme fonction du der- 
nier paramètre. — Dans le paragraphe prédédént, nous avons 
traité le déterminant W(a,... ,a,) comme une fonction de r para- 
metres a,,...,a-. Dans certains cas, il est plus convenable de 
faire varier seulement l’un des paramètres, p. e. le dernier, et 
de garder constants les autres. Il s’agit alors d'une fonction 
d'une seule variable W(t) =W(ao,...,a,_4, t), donnée-sous la forme 
d'un déterminant, dont les colonnes initiales sont formées en 
termes constants et les q, colonnes dernières en fonctions de t. 
Le déterminant W(w,...,a,_,£) est un cas spécial d'une notion 
plus étendue du „déterminant combiné” dont nous allons parler 
dans le chapitre qui suit. 


2. Déterminants combinés. 


2.1. Définition des déterminants combinés. — Soit 
(1°) Lı =Pn(t),..., Dn - @;,(t) (= lesz, D) 
un système de p intégrales arbitraires d'un système d'équations 
différentielles linéaires 


n 


(27) ci N Ilha; (= 1,...,n). 
ji 
Dćsignons par 
= 1.7, PR 
MH = (©) w PET: 


la matrice rectanglulaire, correspondant aux intégrales (1°). 
On tire, de cette matrice, toutes les sous-matrices possibles M 
à q (<p,n) colonnes (et à p lignes). On complète chacune de 


n . 4 . r a 
ces (| sous-matrices a une matrice carrée, en ajoutant du 


côté gauche une matrice complémentaire À à p lignes et p—q 
colonnes (figure). On prend, pour les 


_ Ene éléments de A des nombres constants 

quelconques; nous convenons, en outre, 

p A M |» qu'à chaque matrice M soit adjointe 
exactement la même matrice À. 


n : j 
L'ensemble des (z) determinants, 


n : 
correspondant a ces (u) matrices carrées, sera dit complet 
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de déterminants combinés et ses éléments determinants combi- 
nés. Les colonnes du déterminant combiné qui proviennent 
de la matrice M seront dites colonnes principales et celles, 
formées de nombres constants colonnes complémentaires. 

Dans le cas particulier q=p (<n), le déterminant n'est 
composé que de colonnes principales. 


2.2. Equations différentielles des déterminants combinés. — 
Étant donnés les déterminants, appartenant au même com- 
plet, il suffit, pour les discerner les uns des autres, de donner 
les indices de ces colonnes qui ont été tirées de la matrice M. 
Si ces indices sont 7;,...,)4 (ja <...<],), nous désignerons 
le déterminant correspondant par 


(10) price Misha, ti 


En substituant pour j,,...,7, toutes les combinaisons possibles 
à q éléments des nombres 1,...,n, on peut écrire tous les dé- 
terminants du complet considéré. 

Nous démontrerons que le complet de déterminants satisfait 
a un certain système d'équations différentielles linéaires homo- 
genes, dont les coefficients s'expriment d'une façon simple 
par /,, et ne dépendent que de f;; et des combinaisons );,...,j,. 
En particulier, ils ne dépendent pas du tout de la matrice 
complémentaire A ni du choix des intégrales (1'); ils dépendent 
cependant de p, mais seulement d'autant que q < p. 

Dérivons le déterminant (10) par rapport a t, en effectuant 
la dérivation selon les colonnes. On obtient ainsi la somme 


q | 
ee Dies Dress Des Peso ee» tals 
lm] 
OÙ | ie. Jii, Jis tzi... ju] est le déterminant, formé de 
(10) par dérivation de la lime colonne. En vertu des relations 


n 


Pi = 
` k-1 


Tin Pins 


on peut décomposer chacun des termes de la somme (11) en n 
nouveaux termes; on obtient ainsi une somme de qn termes 
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de la forme 
(Ly) RICE ies (fj, k) k, hee wf (l =1,...,q; k = Ly... 90), 


le dernier symbole désignant le déterminant (10), où la colonne 
d'indice j; a été remplacée par celle d'indice k, multiphée 
par fj,k. Le facteur fj,k étant le même dans la colonne entière, 
le déterminant (12) peut s’écrire tout simplement en produit 
de fik et du déterminant 


(13) ie. HEL k, etre ds Jou; 


on peut remarquer ici que le facteur fj,k dépend de l'indice j,, 
se trouvant dans la combinaison jy,...,74 et aussi de l'indice k, 
désignant, ainsi que 4, une colonne de M; eependant, il ne 
dépend pas du tout des indices des lignes. 

Lorsque k est égal a ùn des nombres ÿ,,..., Joa: Jre1---, Ją; 
le dćterminant (13) disparait, deux de ses colonnes ćtant identi- 
ques. Lorsque k est différent de tous ces nombres, on arrange 
les colonnes principales de (13), de manière que leurs indices 
se suivent dans l’ordre -croissant. Le déterminant (13) devient 
ainsi ramené, à moins de signe, à un des déterminants du com- 
plet considéré. 

Après ce qui précède, on peut écrire symboliquement 


(14) liste = SF: W, 


où le second membre est une somme de déterminants combinés, 
appartenants au même complet que |j,,...,j4|, multipliés par 
des factćurs F, ne dépendant que linćairement de f,,. Après 


avoir établi les égalités de ce type pour tous les 4 déterminants 


du complet considéré, on voit qu’ils satisfont à un système 
d’équations différentielles linéaires homogènes; les coefficients 
de ce système s'expriment linéairement par des fonctions f,, et 
ne dépendent ni des colonnes complémentaires ni du choix des 
fonctions (1’). 


` 


2.3. Coefficients des équations des déterminants combi- 
nés. — Nous nous proposons, maintenant, d'établir la forme 
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exacte des coefficients F dans l'équation (14). Nous écri- 
vons, dans ce but, 


PEET Ją | = »'Fy, + Ją» Ki Me kg ; WSZ kals 


k \ 
ou on doit admettre que la sommation s'ćtende pour toutes les 
combinaisons (k;,...,k,) à q éléments de 1,...,n;*on n’a qu'à 
déterminer les fonctions F par rapport aux combinaisons J, K 


J = OWE las A= Poda s Ka). 


Nous supposons, en outre, que jı <`.. < jq; 1 < ee < kg. 

Remarquons, tout d’abord, qu'on ne reçoit, par la méthode 
précédante que des déterminants ayant au plus une colonne 
différente de celles de |j,,..., jq |- Ils'ensuit que Fj... jy, ky k, = 0, 
lorsque J et A ont, au moins, 2 éléments différents. Il reste 
done a déterminer la forme de F dans les cas, ou les combi- 
naisons 


1° sont identiques À 
20 diffèrent entre elles exactement par un seul élément. 


Ad 1°: En substituant 


Pij T fir Pik, 
k=l 
on obtient, de chaque terme de (11), exactement un déter- 
minant |j;,...,j,|, pourvu du coefficient /,,. On a done 


q 
Fi. ią; À + Ją => UMIE 
I=1 


Ad 2°: Supposons que les éléments, par lesquelles J et K se 
distinguent, soient j, et k, ‘+ appartient à J, ks à K). Les 
autres éléments de J et K etant, par supposition, les mêmes, 
on voit que le déterminant |k,,..., k,| ne peut provenir que de 
celui d’entre (11), où la colonne dérivée a eu l'indice j,, C'est- 
a-dire de | 


À se ; . 
| Jiss Jr—13 Jrs Drtiy 3 Ja | : 
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Ce dernier déterminant se décompose, après la substitition 
ri 
r 3 
bi D fik Pik; 
k=l 


en n déterminants, dont un seul contient la colonne d'indice &,: 


Jit wey 9 Jv—1y Mas Jvityerey Ją LE 


ce déterminant sera multiplié par le coefficient f,„. Il faut 
encore faire passer la colonne d'indice k, de la rème à la seme 
place, ce qui fait changer |r—s| fois le signe du déterminant. 
On peut notergce fait, en multipliant son coefficient par (—1)'**. 
On a donc finalement 


ET PE ES ty = = LAH fn 


En mettant ensemble les résultats qui precèdent, on a: 
q 
Hy... PATATE P> fiis lorsque les combinaisons J et K sont 
bmi ! 
identiques; 


= (— 1)", k,, lorsque J et K différent d'un seul 
element, J contenant j, et étant dépourvu de 
k,, K inversement; 


0, lorsque J et K different de plus que d'un 


element. 
2.4. Exemples. -- Considérons, par exemple, un système 
de 4 équations 
4 
wi= > fylte (1=1,2,3,4), 
i= 


dont. la matrice correspondante de coefficients est 


jla he ha ha\ 


for fas fos fea | 
AE ó 
dig PEPE: SA 


iy mate a, 


= 
ZY 
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A-VO0us nous proposons de déterminer la matrice (F) de coeffi- 
ents d’un système d'équations qui serait satisfait par le 

complet de déterminants combinés, dans le cas pie. 4=2, 
°. [62], [14,3], [2,3], 11,4], |2,4|, [3,4]. 


En suivant les règles du paragraphe précédant, on obtient 
pour (F) 


LS 1,3 2,3 1, 4 24 34 
1,2 {fr Tła fos — fis Jas — "u à 
1,3 Iso fu + fas hie Jas U — fia 
2,3 | —la fa fae + ha 0 fas — 24 
1,4 fa fas 0 fiat faas hie his 
2,4 mil 0 haa for foo + fas fos 
3,4 0 — Ja — Ją2 Jai faz faa + faa 


Les nombres a gauche du tableau designent les combi- 
naisons J, ceux en haut les conbinaisons K. 


Si on voulait former une matrice analogue pour un systeme 
de 3 équations, il suffirait de tirer de celle ci-dessus la matrice 
partielle, composée de 9 éléments, formant un carré dans le 
coin gauche supérieur. De meme, en partant d'un systeme de 
2 équations, on obtiendrait une matrice, formée d'un seul 
élément f,,+/.. qui se trouve dans le coin gauche supérieur. 
Pour avoir une matrice (F), correspondant a un systeme 
de 5 équations (toujours pour q = 2), il suffit d’étendre le tableau 
ci-dessus, en ajoutant 4 lignes et 4 colonnes. On pourrait, de 
la même manière, étendre ce tableau à volonté, en partant 
des systèmes d'ordre plus élevé. En pratique, il est le plus 
aisé d'ajouter d’abord les nouvelles combinaisons à gauche 
et en haut du tableau [si p. e. n =5 il faudrait ajouter 
encore 1,5; 2,5; 3,5; 4,5] et d'appliquer ensuite la règle 
de 2.3. 

* On peut construire, de la meme manière, des matrices (F) 
pour q>2. 

En particulier, il faut distinguer deux cas spéciaux: q=] 
et q=n. Dans le premier cas la règle donne pour (F) la matrice 
identique avec (j;;). Dans le second cas le complet se compose 
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d'un seul déterminant |1,...,n|; la matrice (F) est formée alors 

aussi d’ un seul élément Sfr. Nous arrivons ainsi à l'équation 
i=) 

bien connue (de Liouville) 


n 
(15) WD font 
ES | 
qui est satisfaite, en particulier, par le déterminant de chaque 
système fondamental des intégrales du système primitif 
d'équations. 


3. Théorème sur la comparaison des intégrales d'un 
système d'équations et son application au pr obleme 
(interpolation. 


3.1. Théorème général. — Pour résoudre le probleme 
d'interpolation, il importe peu de connaître la valeur exacte 
du déterminant charactéristique, il suffit de savoir, si celui 
est égal ou _ différent de zéro. Afin de répondre à cette dernière 
question, il est parfois commode de s'appuyer sur un théorème 
général qui permet de comparaître deux intégrales d'un 
système d'équations différentielles. 

e 


Théorème), Soit 
(16) DIN, Che) = ls 010) 


un système d'équations différentielles, où les fonctions f(t, £y,... , £n) 
10 sont continues pour a<łt=fp et pour chaque systéme de 
valeurs réelles Lys.» Lys 
20 sont non décroissantes par rapport À Eys... Liy Titi eee Ln 
„8% satisfont à la condition de Lipschitz 2). 


1) ("est une variante d'un théorème qui m'a été communiqué D nent 
par M. T. Ważewski en 1939. 


2) MU "WA —fAl, a, Senet A |SK | a — 4, WESl,....70). Cette 


condition pourrait être regiplacée par une autre, plus faible, mais cela ne 
jouerait pas le rôle dans nos considérations prochaines, celles-ci ne cons 
cernant que dea équations linéaires. 
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Si les courbes x;— gift), æ;=wit) (i=1,...,n) sont deux 
intégrales du système (16), telles que 


pila) = ya) (7=1,...,n), 
alors les inégalités 
g(t) = pt) -(i=1,...,n) 


ont lieu dans l'intervalle entier a <t <P. 


Si, de plus, on a, pour un point tę de [a, p] et pour un 
i a do 0) 


¢1,(to) < Yi (to) 
alors on a constamment 
Palt) <y,lt) pour to Step, 


Démonstration. Supposons que les fonctions y%y(ł,e) 
(e > 0; 2=1,...,”) satisfassent au système d'équations diffé- 
rentielles 
pf O, Dys das, ln) -|- € TEST 2.20) 


avec/les conditions initiales 
wel axle) — Va) AU A,.2,0). 
On a alors, dans un voisinage droit de a, 
(17) te) > pilt) (i=1,2.,%). 


Dćsignons par (a. t,) le plus grand intervalle, où les inćga- 
lités (17) ont lieu. Si 4, <B, on aurait pour un certain 4 =4 


Palli, E) = pa (ti) 
rus ensuite 


Yi, '(t1,€) =f, [t,yil ba, Ed RS a GE) e))te>filtr gilt ty eee 9 Palls)] =H (tr), 


ce qui est impossible. Les inégalités (17) ont donc lieu .dans 


l'intervalle entier a< t< Ë. 


12* 
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Lorsque e tend vers zéro, les fonctions y;(t,e) se confondent 
avec v,(t)3) et les inégalités (17) se transforment en 


yilt) z put) (1=1,...,n). 


La premiere partie du théorème est done démontrée. 


Supposons maintenant que g,(ty) <yv,(ło) et désignons 
par tot, le plus grand intervalle, contenu dans [a,f]{), où 
pitt) <y, (t). Posons 


F( = fi, [t, Pi (t),.. -3 w;,—1(t), T, Pitilt) ? Vn(t)], 
- be w) = falt, Pitt), ... | Pit) Ty Pinter (by «os Palt)] ; 


en vertu des prémisses quant a f; on a 
(18) F y(t, c) >F,(t, 7) dans l'intervalle tę, ti. 


Les fonctions g,(t) et y,(t) satisfont aux équations diffé- 
rentielles 


(19) pi(t)=Filt, v(t], vet) =F>lt; p,l(t)]. 


Si ł, <£, on aurait, en vertu de la continuité des fonctions 
considérées, p, (ły) = y,,(t;) et, en tenant compte de (18) et (19), 
Yi(ti) > pz(t,). En vertu de la condition de LipscHITz qui 
a été supposée, l’unicité des intégrales a lieu aussi pour les 
équations (19). On aurait par conséquent ¢,(t) > y,(t) >) 
à gauche de x,, ce qui n’est pas compatible avec la définition 
de l'intervalle ty, ti. On a donc, forcément, t; = 8 et la seconde 
partie du eor est aussi démontrée. 


3) En vertu du théorème sur la continuité des solutions des équations 
différentielles par rapport aux paramètres. Voir p.e. E. Kamke: Dijf.- 
Gleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, p. 145, Satz. 1. En appliquant 
le théorème de Kamke, il faut s'assurer d’abord, si les fonctions w, sont 
définies univoquement par leurs valeurs initiales dans le point t=a. En 
effet, cela est une conséquence de la condition de kipschitz que nous 
avons supposée. 

4) En écrivant ły,t,, nous ne voulons pas préjuger, si l'intervalle est 
fermé ou non; deux cas peuvent se présenter ici: toti = [ł9,ł4) pour 4, >£ 
ou t,t, = ftot] pour t,=5, les signes [,],) étant employés, comme d’habi- 
tude, pour distinguer les intervalles fermés et ouverts. 

5) Voir E. Kamke, cité sous’), page 91. 
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3.2. Théorème sur un système linéaire. 


Théorème. Soit 


m 
(20) 103 myle JE = Li. m) 
j=1 
un Système d'équations dont les coefficients F',, sont continus dans 
un intervalle [a, p] et, pour i+), non négatifs. Si 


(21) Ui = Piht), -3 Um = Ym(t) 
est une intégrale de (20), telle que 
yila) > 0 (1=1,..., m), 

alors toutes les fonctions v;(t) (1=1,..., m) sont non négatives 
dans [a, 8]; st, de plus, l’une quelconque parmi elles est positive 
dans un certain point de [a, B], elle le demeure jusqu'à la fin cet 
intervalle. 

Ce théorème se déduit sans peine du théorème précédent. 

Dans les paragraphes suivants il sera commode d'employer 
la dénomination du système positif pour tout système d'ćqua- 


tions linéaires dont les coefficients sont, à moins de diagonale 
principale, non négatifs. 


3.3. Exemples des applications aux problèmes d'inter- 
polation, 


Exemple 1. Soit 
Di = fu Tyt fist. + fig 2s 


(22) Lo = for Li + foo Lo + Jaz La; 
T3 = fai Lı F faz fa + fg La 


un systeme d'ćquations, dont les coefficients sont. des fonctions 
de t, continues dans un intervalle [a,, a2]. On cherche des con- 
ditions suffisantes pour existence d'une intégrale de (22) 


Li = Ol), Toe— s(t), T=, (t), 
telle que 
Palai) ly; Filda) = Cas Plaz) = Cas 


où Ci, CZ et cz sont des constantes, données à l'avance. 
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Le dćterminant caractéristique de ce probleme est 
Pyy(a,) Pilaa) Pialta) 
W (a; a) Posla) Palaa) Paglaa) 
Polar) Palaa) Pys(as) 
Nous considérons un complet de déterminants combinés, 
dont l’un des éléments est Wi(«,,t): 


ty =| 2, 21,60 |1, hs 


, 
en appliquant les notations de 2.2., on a ui =W(a,,t). Le complet 
en question satisfait au systeme d'ćquations 


uf = (fu + foo) Ua + fog Ua — hia Us »- 
Us = fon Uy + (fu + fag) Mot hie Us » 
ug = — fai Uy + for Me +H (fa2 + fas) Ua - 


Ni on suppose dans [a,, ay] 


fe; fas fos, foe 20, 


| MAR, fa = 0, 


alors le systeme (23) sera positif et on pourra lui appliquer le 
théorème de 3.2. Il faut encore examiner les conditions initiales 
dans le point t=a,. Or, la fonction u, s’y confond avec le dé- 
terminant |%,,(t)|, et les fonctions «,, uz s'annulent. En choissi- 
sant un systeme fondamental d'integrales de (22) tel que le 
déterminant |©,,(t)| soit positif (ce qui est toujours possible), on 
aura %,(a,) > © et le même signe sera conservé dans l'intervalle 
entier [a,,a]; en particulier, on aura u,(a,)= Pia, a) > 0. 
Il s'en suit que les inégalités (24) sont une condition suffisante 
pour l’existance d'une intégrale (22) avec les propriétés pro- 
posées. 


(23) 


(24) 


Exemple 2. On considère le même système (22), mais 
on veut que son intégrale satisfasse aux conditions 
qıla) = is (de) = C2, Pola) = Cz. 
Le déterminant caractéristique a maintenant la forme 
Pala) Pula) Piala) 
(25) We, aa) = | Pala) Polao) Paala) 
| Pala) Palaz) Palaa) 
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Le complet correspondant 
satisfait au même système (23). Or, les conditions (24) ne sont 
plus suffisantes, parce que u,(a,) = 0. C’est seulement après avoir 
ajouté une condition suplémentaire, p.e. falé) + 0 (a << P), 


qu'on peut affirmer que m;(a,) = W(a,, a) 0 et, ce qui s’en 
suit, que l'intégrale cherchée existe. En effet, on a maintenant 


(a) =, Walaa) — 0, uzla) = | Pi,(a)) |; 


on peut supposer que #3(a) >Q. Alors, en vertu du théorème 
de 3.2., on a u4>0 dans l'intervalle entier [a,,a.]; lorsque 
futé) < 0, on a u,($)>0. En effet, si on avait u,(é)= 0 [l'éven- 
tualité u, (6) < 0 est excluse par la premiere partie du théorème 
de 3.2.], on aurait cñ vertu de la premiere des équations (23), 
u1(6)>0 et la fonction u, serait négative dans un voisinnage 
gauche de $, ce qui est impossible. Done «,(£)> 0 et en con- 
séquence #1(%9) > U. 


Exemple 3. Ou suppose que a, < a, < u, et que les coeffi- 
cients f,, du système (22) sont continus dans l'intervalle [a,, a]. 
On cherche des conditions (suffisantes) pour r je e d'une 
intégrale de ce système, telle que 


94 (04) = 4 , Li (dy) = Co , q,(a3) = Cz. 
Le déterminant caractéristique, pour le présent problème, est 


Palai) Pula) Pilaa) 
W (ay, ay, ds) Dala) Palaa) Palaz) 
| Pat) Pulao) Dalag) 


Le complet correspondant 
w= |1] E aar iy v2=|2|5 v= l3] 


satisfait au système (22). Pour appliquer le théorème de 3.2., 
il faut supposer que tous les f,,, ou tf, soient non négatifs 
dans [a,, ug]; les conditions initiales qui importent sont celles 
du point t=a,. On a ici 


v(a) = 0, Valaa) = Maa), valag) = uala), 
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où u,(£) et u(t) sont des déterminants du complet (26), adjoint 
a (25). Supposons, pour moment, que (aa) >0 et u,(a,) >0. 
On a alors, sûrement, u,(t)>0 dans [a,a4]. Lorsque f4(6) >0 
dans un point 6 au moins à l’intérieur de [a , a], on peut dé- 
montrer d'une manière analogue a la précédente, en s'appuyant 
sur la seconde des équations (22), que v(6)>0. Lorsque, de plus, 
fie(4)>0, on obtient de même, en vertu de la seconde équa- 
tion (22), v,(6)>0 et, par suite, v,(a,) = W(a,, ag, a3) > 0. 

C'est ainsi que le problème se ramène à démontrer que 
U, (dg) >0etu(a)>0. Or, ces inégalités n'étant que des variantes 
des exemples 1 et 2, il est aisé de les obtenir, en supposant que 
les inégalités (24) soient satisfaites dans [a,, a] et que f,>0 
au moins dans un point de cet intervalle. En mettant ensemble 
toutes les suppositions précédantes quant à /,,, on a, finalement, 
la réponse suivante: 

Le problème considéré d'interpolation a exactement une 
solution, lorsque 


as fas fear Ja 20 pour a, StS 4, 
20 pour a <t£<a: 
fiss Ía 4 


<0 pour a, < Aa 


et lorsqu'il existent des nombres é (a; <; < u3) et &.(ds <o < ag) 
tels que f12(61)>0, fiola) > 0 et fa (č2)>0. 


Remarque 1. Il faut encore une fois souligner le fait 
que les conditions, obtenues dans les exemples précedentes, 
sont suffisantes, mais non pas nécessaires. Dans ce qui suit, 
nous donnerons un moyen pour obtenir d’autres conditions 
suffisantes. 


Remarque 2. Le problème d'interpolation peut être, résolu, 
au cas n —3, r=2, par une méthode plus spéciale, sans qu'on 
introduise la théorie des déterminants combinés. Les exemples 1 
et 2 n'ont eu pour le but que d'illustrer la méthode générale 
sur les cas très simples. 


3.4. Encore un exemple. — Pour qu'un problème d'inter- 
polation soit résoluble, il n'est pas nécessaire que le déterminant 
caractéristique correspondant soit positif, il suffit qu'il ne soit 


SUR UN PROBLÈME D INTERPOLATION 185 


pas nul. Cela nous permet d'introduire une modification de ła 
méthode, ce que nous illustrerons sur l'exemple suivant: 


Exemple 4. On considère le système d'équations 


|: QU 
la = Li — T3, 


On se demande, s'il existe une intégrale de (27) 


Ly = P(t), Le Folt) La = 9H, (t), 
telle que 


Qala) = C1s Pilaa) "Ce; Palla) = Ca (ai < do), 


Ce problème est un cas particulier de l'exemple 1 que nous 
avons considéré dans 3.3. Comme nous l'avons déjà remarqué, 
les inégalités (24) sont suffisantes pour que l'intégrale proposée 
existe, mais elles ne sont pas nécessaires. Les inégalités (14) 
n'etant pas satisfaites dans le cas présent, la solution obtenue 
dans le paragraphe précédent ne donne de réponse ni affirma- 
tive ni négative. Or, on peut ramener, sans peine, le système (23) 
qui a maintenant. la forme 


Uy = — Ue — Ua) 
Uy = — Uy + Uy, 
Us = — 4 + Wa, 


à un système positif. En effet, en introduisant la transformation 


My = — Ty, My — Hg, U= tą, 
on obtient 

He 1-2; 

= 4, + da, 

My = 0, + Uy, 


d’où, de même que dans l'exemple 1, on trouve 4,(1ą) >0. Cela 
veut dire que le déterminanf caractéristique W(a,, a.) = u, (a) 
est maintenant, négatif, ce qui assure l'existence de l'inté- 
grale cherchée. 


3.5. Transformation T et congruence des conditions ini- 
tialess — Le dernier exemple démontre qu'il est possible, 
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parfois, de ramener un système non positif à un système po- 
sitif. Or, pour qu'on puisse appliquer le théorème de 3.2. 
il faut encore que toutes les fonctions, constituant l’inté- 
grale considérée de (20), soient, après la transformation, non 
négatives pour t= a. 

Supposons que cette intégrale salisfasse (avant la transfor- 
mation) aux conditions initiales 


(28) pila) zw v(t die. M). 


Divisons les indices 7 de la suite (28), en 3 categories; ceux 
de la premiere catégorie seront representés par la lettre u, 
ceux de la deuxième par v, ceux de la troisième par 2. La di- 
vision en catćgories est appuyće sur les relations 


u „EB U, Up i. Ca“ u. 


Désignons, en général, par I(4,...,ł,) (p < m) la transfor-" 


mation 
Z = — w, - polir N= La 9 dou ge tp, 


U; = Uy pour À + 45,...; 5,5 


en effectuant cette transformation sur le systeme (20) et sur 
son intégrale (21) il vient 


(29) u = > F(t) ty (1=1,..., m), 
j=) 
(30) U = yilt) 9 Um = Win(t). 


Pour qu'on puisse appliquer, au systeme (29) et a son 
intégrale (30), le théorème de 3.2., la transformation T(4,..., tp) 
doit être choisie de la sorte que 


c'est-à-dire: 
| la suite 44,...,i, doit contenir tous les indices 2 et ne peut 


| contenir aucun des indices p. 


(La question, si cette suite contient ou non les indices », ne 
joue aucun role). 


e 
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S'il est possible dé trouver une transformation T telle que 
la condition A soit satisfaite et que le système transformé 
soit positif, alors les conditions initiales (28) seront dites con- 
gruentes avec le système donné (20). Lorsque cette congruence 
a lieu, on peut affirmer, en vertu du théorème de 2.3., que les 
fonctions (30) sont non négatives dans [a,f]; de plus, si l’une 
quelconque parmi elles est positive dans un certain point de 
cet intervalle, elle le reste jusqu’à son extremité droite. 
Les fonctions y,(t) sont, à signe pres, les mêmes que yi(t), done 
chacune des y,(t) jouit des 2 propriétés suivantes: 


1° y(t) conserve son signe dans [a, 8], c'est-à-dire on a con- 
stamment y(t) = 0 on bien y(t) < 0; 

20 Jorsque y(t,) + 0 pour un certain point £ = tọ de l'inter- 
valle [a, 8], on a aussi y(t) +0 pour t, < £= f. j 


Chaque fonction y, possédant les ? propriétés ci-dessus, 
sera dite fonction conservatrice dans [a, 5]. 

En profitant des définitions introduites, on peut résumer 
les résultats de ce paragraphe dans la proposition: 

Si les conditions initiales de Vinegrale 


(3L) Y,(t),... , Yin(t) 


rattachées au point initial de l'intervalle considérée, sont congruentes 
avec le système (20), alors toutes les fonctiohs (31) sont conserva- 
trices dans cet intervalle. ) 


3.6. Remarques pratiques. — Nous montrerons mainte- 
nant, par quelques exemples, comment on peut vérifier, au point 
de vne pratique, la congruence des conditions initiales. Soit 
donné un système (20) (pour m = 6), dont la matrice de coeffi- 
cients a la forme A 


( 3 1 yes () l 
| 0 —s 4 —3 —3 ) 
(32) 0 AE | NE 1 
MW PZĘ: 0 4 —:4 


—9 —1 —2 L —3 —1 
4 a l —1 () 2 } 
(pour plus de clartć nous avons supposć les coefficients con- 
stants). 
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On se propose de vćrifier, si les conditions initiales 
(1 = (g=C,=Clg=0, (o<0, ¢,>0 
sont congruentes avec le système donné. 


On a fei les indices m: 5; 
A 148, Ay 6: 
PEUR 


Nous effectuons d’abord la transformation 7(1,,...,4,) qui 
contient tous les indices A et seulement ceux, dans notre cas: T (2). 
Le tableau (32) se transforme par 7(2) en un tableau nouveau. 
où il suffit de marquer les signes + et — (en négligeant la 
diagonale principale qui, dans notre problème, ne joue aucun 
rôle) (tableau 33): 


* —i4 — 0 + (% 4 —: + 0 + 
0 * — + + — 0 * — + + — 
5 Fa: MA (hu DÉS 
oO By aes oz Pan ane 
—+—i)* — a | zie a= 
+—4+—0 * D PRET x) 
Tableau (33). Tableau (34). 
FA ENT NU) iat PE uote UM 
DOME Dr Lea TE 
Or SFO EE Oot PRE coe 
Eee a2) 2 2h ra ler 
+++ + * — Cero te 
————0* NME ENT R) 
Tableau (35). Tableau (36). 


Ensuite, en disposant seulement des indices v, dans notre 
cas des 1, 3, 4, 6, nous opérons, tout d'abord de la sorte que 
les signes dans le carré gauche supérieur A, (marqué sur le ta- 
bleau 33) deviennent non négatifs. Or, cela réussit par la transfor- 
mation 7(1) qui transforme (33) en (34). Ensuite, en disposant 
toujours des indices v, nous ramenons aux signes non négatifs 
le carré A,, formé de 9 éléments et situé au coin gauche supérieur 
(marqué sur le tableau 34); nous appliquons, dans ce but, lu 
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transformation (3) qui nous conduit au tableau (35). En passant 
au carré A, qu’on obtient de A,, en ajoutant une ligne et une 
colonne nouvelles, on voit que A, ne contient que des signes 
non négatifs. Il en est de même du carré A,. Il reste encore le 
carré A, (le dernier) dont certains éléments sont négatifs. Nous 
le ramenons'aux signes non négatifs par la transformation T(6). 
Nous sommes arrivés ainsi: au tableau (36), dont tous les élé- 
ment sont déja non négatifs. 


I] est clair que l'application successive de toutes les transfor- 
mations qui précedent équivaut a une seule transformation 
T(2,1,3,6), satisfaisant la condition À de 3.6. Les conditions 
de notre exemple sont donc congruentes avec le système d’équa- 
tions donné. 


Or, ce n’est pas toujours qu’on peut transformér un système 
donné en un système positif. P. e. celui, dont le tableau de 
signes est 


ne peut pas être transformé en un système positif, même si nous 
admettions, pour les transformations, tous les indices 1,2, 3, 4. 
En effet, en appliquant p. e. la transformation 7(1), on obtient 
le tableau , 


TE Oey Aaaa 
0 * — 0 
288 JAI à 
00 +. * 


où le carré A, est non négatif. Le carré A, contient encore un 
élément négatif qui ne peut pas être chassé par la transfor- 
mation 7(3). 


3.7. Variables liées. — Dans des applications, il ne 
suffit pas, en général, de constater que les fonctions y(t) soient 
conservatrices (v. 3.5), il faut plutôt démontrer qu’elles soient 
différentes de zéro pour certaines valeurs de t. Nous en avons 
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donné des exemples dans 3.3. Les recherches peuvent être 
simplifiées, dans certains cas, par l'introduction de la notion 
des variables liées. 


Definition. Une variable u, du système (20) sera dite 
«|, . è i e A 
liée dans un point & avec une autre variable u, du meme sy- 
steme (20) 5), lorsqu'il existe une suite d'indices 


(37) Mia My. conde Fhe (MU, Tir), 
telle que toutes les fonetions 


By (tf) (a lrc OF 


soient différentes de zéro pour t= £. 
Supposons que l'intégrale 
(38) Y4(1):..., Yn(t) 


du système (20) satisfasse, pour t=a, aux conditions initiales 
qui sont congruentes avec (20). Soit l’une des fonctions (38) 
p. e. y,(t} différente de zéro pour t=a; cette fonction est par 
le même différente de zéro dans l'intervalle [a, 6] entier. On 
démontre sans peine que si une fonction v,(t) parmi (35) est liée 
avec a(t) (ça veut dire si la variable u, est liée avec u,) dans 
un point E(a<& <8), alors on a y,(t) +0 pour E<t <p. 

Il suffit de démontrer la proposition dans le eas, où le sy- 
stème (20) est positif et les conditions initiales sont non né- 
gatives. Alors toutes les fonctions (38) sont non négatives et 
v(t) est positive dans [a,B]. Supposons que la fonction %,(t) 
est liée avec y,(t) par la suite d'indices (37). Alors, en vertu de 


m 
yi, (t) = X Falt) y(t). 
J= 
on a (d'une manière analogue à celle de l'exemple 2 de 3.3.) 
y, (£)>0. En effet, s'il était &(é)=0, on aurait, en vertu 
de Fy g(é)yg(&) >0, yil) > 0 et la fonction y,(t) serait néga- 
tive dans un voisinnage gauche de &, ce qui est impossible. 


6) Nous définissons ici une relation assymétrique. 
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De meme, en s'appuyant sur l'inégalité déjà établie y, (8) > 0, 
on tire de 


pit) = NE, 0) yy (t) 
` me 


que v,($)>0; on voit par induction qu'on aura aussi y,(£) >0, 
ce. q. f. d. 


3.8. Réenpitulation et compléments. — Il n’est pas dif- 
ficile de tirer, des paragraphes précédents et des exemples 
y contenus, l'idée dominante dans les recherches sur la solu- 
bilité du problème d'interpolation à l'aide des déterminants 
combinés. Nous esquisserons ici, en quelques traits, la méthode 
générale. Nous adoptons les notations de 1.1. et 1.2. 

Une condition nécessaire et suffisante pour l'existence 
d'une solution unique d'un probleme d'interpolation (1.1,) 
est ce que le déterminant caractéristique (1.2.) correspondant 


(39) Was, a,) 


soit différent de zéro. 
Pour examiner ce déterminant, nous considérons une suite 
de 7 déterminants combinés (2.1.) 


(40) r MENÉS: UA 


formés de la manière suivante. Le déterminant W,(t) n'a pas 
de colonnes complémentaires et est identique avec celui du 
Système fondamental d'intégrales. Le déterminant W,(t) 
(u==2,...,7) possède q, +...+4,_1 colonnes complémentaires 
et G+... +4, colonnes principales (1.1, et 2.1.). Les colonnes 
complémentaires de W,(t) sont identiques avec les colonnes 
initiales de W(a,,...,a,). Les indices des colonnes principales 
peuvent être établies arbitrairement, pourvu qu'ils contiennent 
tous les indices Jui Jug, LL, (3)]. 
Nous considćrons ensuite les complets 


A eee 9 K, 


de déterminants combinés (2.1.), contenants relativement les 
déterminants (40), et, en meme temps, les systèmes d’équa- 
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tions différentielles (2,2.) 
U5 ese 9 Go 


qui sont satisfaits par ces complets. Le complet A, ne contient 
qu'un seul déterminant W(t). Celui possède seulement des 
colonnes principales et, comme déterminant d'un systeme fonda- 
mental d'integrales, il est constamment différent de zéro. On 
a done, en particulier, ` 


Wila) +0; 


le signe de W,(u,) ne dépend que du choix du système fon- 
damental et peut etre établi arbitrairement. 
n 


Le complet K, contient lo | -q ) déterminants; il y en 
\ 2 T eee | ri 


a un, désignons le par W(t), qui, en faisant Vabstraction de 
l'ordre des colonnes, se confond, pour t= w, avec W,(t); on 
a done W3(a,)+0. Le signe peut être déterminé aisément, en 
comparant l’ordre des colonnes de W,(t) et W(t). Tout les 
autres déterminants du complet A,.s’annulent pour t= ay, 
deux colonnes au moins devenant identiques. Les conditions 
initiales sont ainsi, pour le complet A, déterminées univoque- 
ment dans le point t — a,. Si ces conditions sont congruentes (3.6.) 
avec le système U, dans [a,, a], alors tous les déterminants du 
complet considéré sont des fonctions conservatrices (3.6.) dans 
[a,,a,] et on peut déterminer leurs signes > 0 ou < 0. En outre, 
en vertu de W#(a,)+ 0, on a constamment Wé#(t) +0 dans 
[aaa]. Lorsque, dans un point (a, < $ Lay), la fonction W,(t) 
est liée (3.7.) avee WY(t), on a W,(t)+0 pour ¿<t < et, 
en particulier 
Wala) #0. 


D'une manière générale, en connaissant, dans le point 
t= a; des inégalités >0 ou <0 pour les déterminants du 
complet K;, on en peut déduire les inégalités analogues pour Ay, 
dans le point t= ai}1; et, de même, de 


i | W(a)+0 (1£<1t<r—1) 


on peut tirer Wisi1(aj41) +0, pourvu que certaines conditions 
soient satisfaites. Notamment, pour {—u;, chaque déterminant 
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du complet K,,, sannule ou se confond, l’ordre des colonnes 
étant négligé, avec un déterminant de K,. Dans le dernier 
cas, on peut, en tenant compte de l’ordre des colonnes, de dćter- 
miner son signe > 0 ou <0 au point t= a, (en supposant que 
les inégalités analogues soient deja connues pour les déter- 
minants du complet A;). Si maintenant les conditions initiales 
de Ki}; pour t= a, paraissent congruentes avec U: dans[a;, aii], 
les déterminants de Æ;,, seront des fonctions conservatrices dans 
[a;, aj4,] et On pourra déterminer pour chacun d’eux, des iné- 
galités >0 où <0 au point {— 4,1. En particulier, il y a 
exactement l’un parmi les déterminants de K;,,, désignons le 
par Walt), qui se confond (en négligeant l’ordre des colonnes), 
avec W;(t) pour t=a,; comme Wila) +0, on a constamment 
Watt) = 0 dans [aj, ai]. Lorsque dans un point €(a;< È < ai) 
le déterminant W;:1(t) est lié avec W;%y(t), on a Wit) +0 
pour é <t <a et, en particulier, 


Winn (Gita) + 0. 


En procédant pas a pas, on peut, dans des circonstances 
favorables 7), démontrer consécutivement, que tous les déter- 
minants Wy(a,),..., W,(a,) sont différents de zéro. Le dernier 
d’eux est le déterminant caractéristique (39) 


W Ac) = a.) 0, 


4. Systémes connexes. 


4.1. Notion de connexité d’un système. — Nous intro- 
duirons maintenant une notion tres commode dans les re- 
cherches sur les dćterminants combinćs. 

Nous dirons que le système d'ćquations différentielles 


m 
T " s 
(2°) Ti * > filt) ay (b —1,...,n) 
j=1 | 
est connexe dans un point &, si chaque variable a, est liée, 
dans 6, avec chaque autre variable x; de ce système. 


7) Nous pouvons influencer ces circonstances par un choix convenable 
de la suite (40) qui est, jusqu’à un gertain degré, arbitraire. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 13 
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Une condition nócessaire et suffisante pour la connexitć 
de (2') est l'existence d'un cycle 


(41) the (De AE) 
contenant tous les nombres 1,...,n et seulement ceux, tel que 
ngii E) FO pour a=L,...,p. 


Il n'est pas, du reste, exclus que maints éléments se repètent 
dans (41). 

La nécessité ainsi que la suffisance de la condition deviennent 
évidentes, si on regarde la définition des variables liées. 


L'introduction de la notion de connexité est commode 
parce que la connexité d'un système donné (2°) se transfère auto- 
matiquement à tous les systèmes d'équations des déterminants 
combinés, issus de (2'). Pour démontrer cette proposition, nous 
nous servirons d'un lemme de combinatorique. 


4.2. Un lemme de combinatorique. — Soit 
(42) es, dY APE 1210 


un cycle d’éléments quelconques, la repétition des ćlements 
n'étant pas exclue; le nombre d'éléments différents soit n. 


On construit, des éléments du cycle (42), un ensemble 
Z,(r<n) de toutes les combinaisons possibles, contenants cha- 
cune 7 éléments différents. On fait abstraction, dans les combi- 
naiśons particulières, de l’ordre des éléments. 


On définit des opérations O qui transforment des combi- 
naisons. de l’ensemble Z, en autres (ou les mêmes) combi- 
naisons du même ensemble Z,. On se limite à des opérations 
dont chacune change un seul élément e de la combinaison 
en un autre élément e*, tel qu'on puisse trouver tous les deux, 
e et e*, comme éléments voisins dans le cycle (42), le second 
suivant le premier. 


PACC symbole p +11 veut dire que l'indice p + 1 doit être remplacé, 
dans toutes les relations, ou il parait, par 1. C'est pour cette raison que le 
système Qis» Qp est dit un cycle et non plus une suite, 
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Lemme. Chaque combinaison de l'ensemble Z, peut être 
transformée, par une suite convenable (finie) d'opérations O, 
en chaque autre combinaison du même ensemble. 


La difficulté de la démonstration de ce lemme consiste en 
ce qu’il est impossible, en général, de remplecer tout simplement 
un élément donné par les éléments qui le suivent, dans (42), 
et de continuer cela jusqu'à ce qu'on arrive à l'élément con- 
venable. On pourrait ainsi obtenir, en passant, des combi- 
naisons aux éléments répétés qui n'appartiennent plus à Z,. 
Il faut plutôt opérer avec les O de manière à obtenir toujours 
des combinaisons aux éléments différents entre eux. 


4,3. Démonstration du lemme dans le cas = 7 — 1. — 
Les combinaisons de Z, , peuvent être désignées univoque- 
ment, en déclarant l'élément e qui leur manque [et qui ap- 
partient au cycle (42)]; soit en général K, la combinaison 
sans élément e. Le cycle de combinaisons 


(43) ns (pet 17) 


contient toutes les combinaisons de Z,_1. On peut passer 
toujours d' une combinaison Ke AS n<p)a Ke, en effectuant 
l'opération qui remplace l’élément e, par e,:,. De même, en 
parcourant les éléments du cycle (43) dans l’ordre inverse, on 
peut, par un nombre fini d'opérations convenables O, passer 
d'une combinaison quelconque à une -autre choisie à volonté. 


Le lemme est ainsi démontré pour 7 -n— 1. 


4.4. Démonstration du lemme dans le cas général, — 
Supposons d’abord qu’on ait à transformer une combinaison 
K de Z, en une autre combinaison L qui ne diffère de K 
que d'un seul element. Dans ce but, nous négligeons dans le 
cycle (42) tous ces éléments qui n'appartiennent à aucune 
des combinaisons À, L. Nous regardons les éléments restants, 
sans changer leur ordre, comme un cycle nouveau 


(44) | Gjytt;65, , (O be 1). 


Parmi les éléments de ce cycle, r +1 sont différents. De 
meme, nous négligeons, pour moment, dans Z, toutes les combi- 
` . 13* 
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naisons, contenants au moins un élément qui n'appartient ni 
a A,nia Z. Lapartie restante de l'ensemble soit Z,; elle contient, 
évidemment, les deux combinaisons À et L. 

Nous définissons, dans l'ensemble Z;, des operations O”, 


dont chacune remplace un élément e' d une combinaison de Z; 
par un élément e'*, tel que e' et e'* soient voisins dans le cycle 
(44). 

Nous avons vu dans le paragraphe précédent qu'on peut, 
par une suite finie d'opérations O”, transformer chaque combi- 
naison de Z, en une autre, en particulier K en L. 

Or, chaque opération O” peut être remplacée par une suite 
convenable d opérations O, éffectuées sur les combinaisons 
den 

En effet, supposons que l'opération donné O’ fait changer 
l'élément e’ d'une combinaison M, appartenant à Z,, en e'*. 
Les deux éléments e' et e'* appartiennent non seulement au 
cycle (44), mais ils se trouvent aussi dans le cycle (42); suppo- 
sons que leurs indices, dans (42), soient z et o; Ca veut dire 
que ee=e,,e'*--e,. Les éléments e' et e'* étant voisins dans 
(44), on peut supposer qu'il ny ait plus, entre e, et e,(en par- 
courant le cycle dans le sens positif), d'éléments appartenants 
a À ou L. On peut donc remplacer, dans M, l'élément e, succes- 
sivement par 6,1:1,...,6€, Sans introduire des éléments répétés. 

On voit que chaque combinaison de Z; peut être transformée, 
par une suite d'opérations O ‘convenablement choisie en une 
autre combinaison arbitraire de Z,. En particulier, on peut 
transformer K en L. 

Le lemme est ainsi démontré pour chaques deux combi- 
naisons de Z, qui different d’un seul élément, car les combi- 
naisons K et Z ont été choisies arbitrairement. Or, en sachant 
transformer chaque combinaison de Z, en une autre qui en 
diffère d'un seul élément, on peut évidemment la transformer, 
pas à pas, en une autre combinaison qui en diffère d'un nombre 
arbitraire d'éléments. 

On peut done regarder le lemme comme démontré comple- 
tement. 
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4.5. Un théorème sur les systèmes connexes. 


Théorème. Sort 
(2°) 423 (ta, (2 ELE n) 
J-i 


un système d'équations différentielles linéaires et soit 


(45) uj= NFyxlt}u (J et K parcourent toutes les .combinaisons 
ra \a q éléments (q <n) des nombres 1,..., n 


un système, issu de (2'), qui est satisfait par un complet de déter- 
minants combinés a q colonnes principales 2). 

Si le Système (2') est connexe dans un point £, le systéme (46) 
Vest aussi. 


Démonstration. Soient Ll’ et I” deux combinaisons 
arbitraires a q élements des nombres 1L,...,n. Il faut démontrer 
qu'il existe une suite de combinaisons 


(46) Ios lis- Is (1I5=1,14=T"), 
telle que 
F; 1, 17 + 0 (a = 6) 


0 


En vertu de 2.3. on a 
rt) = E fy, PAUL 


lorsque les combinaisons Z,,1, ; différent d'un seul élément, 
notamment I, contient 7, et est dépourvu de 7,4, 1,1 in- 
versement. Il suffit done de construire une suite (46) telle 
que chaque combinaison I, se déduise de la précédante I, 
par le changement d'un seul élément, disons: de l'élément 
jo-1 en jo; il faut encore que 


Leja eee OI Rs . 


Or, c'est toujours possible, en vertu du lemme. précédent, 
car, le système (2’) étant connexe, on peut construire un cycle 


2) Voir 23. 
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d'indices 
Ty PUPE Le) 


contenants tous les nombres 1,...,n, tel que 


fingida) = | Pa) | 1.00 Ny Ae | La) 


5. Système cyclique généralisé. 


5.1. Types des systèmes eycliques généralisés, — Nous 
appliquerons maintenant la théorie du présent travail au‘ 
système d'équations | 


‘Wi = fyn(t) £n-- Ju(t) T1 + fielt) Le, 
Tą = falt) 1 + foo(t) To + fos(t) 3, 


(47) 


Da Jn,n=1(6) Tn— + Inalt) ©, - fm(t) 14, 


dont la construction devient plus claire, lorsqu'on écrit la 
matrice complete de coefficients: 


sa. Te de 0-7, USE FEU fin 
fa Íz faz © 0) zg 0 0 
O fa Ía fog O +. 0 0 
0 450. "Jas Jas. CC 0 0 


at 04) O08 „OU ere nan tee ne 

Le système (47) sera dit systeme cyclique généralisé, en 
abregé SCG. 

Pour plus de symćtrie nous convenons que le signe 0 
désignera le meme que » et le signe n4-1 le même que 1 (con- 
gruence modulo n). Alors, on peut écrire le système (47) sous 
une forme plus courte 


(48) m PRET + fan Ds f AE Ly+1 (> Ly. ky mi 


Supposons que, dans un intervalle 7 


19 tous le coefficients de (48) soient continus, 
2° on ait, pour chaque indice fixé » == 1,...,%” 
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(a) fns 9 ct fort < 0 
ou bien 
(b) pees = UMTA! eee A0" : 


Supposons ensuite que les inégalités (a) aient lieu pour p 
valeurs de » et les inégalités (b) pour n—p valeurs restantes 
de v. 

Lorsque p est pair, le système (48) (satisfaisant aux con- 
ditions 19 et 2°) sera désigné par SCG,; lorsque p est impair, 
il sera désigné par SCG,. 

Lorsque les inégalités (b) ont lieu pour toutes les valeurs 
de v, on à un Cas spécial de SCG, que nous désignerons par SCG. 
Lorsque les inégalités (b) ont lieu pour toutes les valeurs de », 
exceptće la dernière où on a (b) pour »= n, on a un cas spécial 
de SCG, que nous désignerons par SCG). On a p--0 pour 
SCG? et p=n— 1 pour SCG. 


5.2. Réduction aux types SCG? ou SCG?. — Nous mon- 
trerons que chaque système SCG peut être réduit, par une 
transformation convenable, en SCG} ou SCG?. 

Supposons que 


foots < O0 OU 7,41 <OPOUrT v= y,...,», (lp <n) 
dans certains points de l'intervalle J et 
fuv 20 et fais >0 pour tous les v restants 


dans l'intervalle entier J. Alors, en effectuant la transfor- 
mation T(r, + 1, + 2,..., vs) ($.0.), on changera le signe des 
fonctions fa, shts fo, x41 et fontin s fu,+1,»,5 Ces fonctions deviend- 
ront ainsi non négatives dans J; le signe des fonctions restantes 
(coefficients de SCG) ne changera pas. De meme, on peut 
rendre non négatives les fonctions f,, „+1, fs, v1 Et fott, os foie 
en effectuant la transformation T(r; + 1, r,+ 2,..., 74). Si le 
système considéré est SCG, (et non pas SCG;), alors p est 
pair et on peut, en continuant le procédé précédent, rendre non 
négatives toutes les fonctions /,,,,; et, en même temps, tous 
les fyti v, OÙ v= m.. Ype Si, au contraire, il s’agit d'un système 
SCG,, le nombre p est impair, et on peut faire non négatives, 
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deux a deux, toutes les fonctions f, s41 et fr4ijv, OÙ V= 4,..., Vp. 
Il reste encore seulement les fonctions Hoppe et | PRRYCA 
„dont l’une au moins est négative. Lorsque v, =, on arrive 
déja a SCG}. Si »,<n, on peut, par la transformation 
T(v,+1,7,+2,..,n), faire non négatives toutes les fonctions 
fvw; fest.» SAUÊ fai — fin. On obtient ainsi le système SCGY?. 

Grâce à ces transformations les recherches sur les systèmes 
SCG peuvent toujours être ramenées à celles sur SCG, ou 
SCG;. En particulier, s’il s’agit d'un problème d'interpola- 
tion, on voit que maintes de ces fonctions ©,, (1.2.) qui con- 
stituent le déterminant caractéristique changent leur signe, 
les transformations étant effectuées. Par suite, le déterminant 
en question peut aussi changer de signe. Mais, s’il est diffé- 
rent de zéro, avant d’avoir effectué les transformations, il le 
restera après. Or, la condition que le déterminant caractéri- 
stique soit différent de zéro, étant nécessaire est suffisante 
pour la solubilité d'un problème d'interpolation, on voit que 
celle-ci n’est pas du tout influencée par les transformations 
précedentes. | 

Après ces remarques, nous nous limiterons dans ce qui Suit, 
a considérer les types SCG; et SCGY. 


5.3. Systèmes d'équations des déterminants combinés issus 
de SCG; et SCG?#. — Désignons par U un système quel- 
conque d'équations différentielles linéaires 


U: œ= Ò fylt); (i=1,..,n) 
j= 


et par U? le système d'équations différentielles 
rd. u’ J el K i s les inati- 
Cpt ee Flux (7 € h parcourent toutes les comb | 
K sons a q elements des nombres 1,...,% 


qui correspond à un complet de déterminants combinés a q 
colonnes principales, issu de U 1). 


1) Voir 2.3. et 4.5. 
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Théorème. Si U est du type SCG, alors tous les systèmes U”, 
où q est impair, sont positifs (3.2.). 

Si U est du type SCG}, alors tous les systèmes U”, où q est 
pair, sont positifs. 


Démonstration. On à à démontrer que, dans les circon- 
stances précédentes, tous les coefficients du système TU", 
à moins de diagonale principale, sont non négatifs. Chacun de 
ces coefficients, a moins d’être zéro, est égal à une des fonctions 
fo,v+1 OU f,11,», Prise avec un signe convenable (2.3.). Supposons, 
tout d’abord, que F jg = Fy, 1, Be = + frogs, OÙ L< En l. 
On déduit de la règle de 2.3, que les combinaisons ne different 
entre elles que d'un seul élément, l’une possédant l'élément v, 
l’autre » + 1; tous les autres éléments sont les mêmes dans les 
deux combinaisons. Or, tous les éléments de chaque combi- 
naison étant arrangés dans l’ordre croissant, on voit que » 
ainsi que v +1 sont précédés, dans les combinaisons en question, 
du même nombre d'éléments, ce qui implique r=s. Il s’en 
suit que la fonction 7,,,,; doit être prise avec le signe plus. 

La chose se presente tout à fait de même, quand Fyk= + foie 
(LÆ » = mw — 1); alors on doit prendre aussi le signe plus. 

Cherchons encore, qu'est-ce qu'il arrive, quand Fyk= + fni 
resp. = + fin. Maintenant, les éléments qui sont différents dans 
J et À, sont les nombres 1 et n. Le nombre 1 se trouve au com- 
mencement d'une des combinaisons, le nombre n a la fin de 
l’autre, c’est-à-dire à la qr" place; on a donc r=let s=4 
ou, inversement, r *q, s=1. On a done 


Fjk= = leje al resp. = (— ae hin 


En ayant regard aux signes de f,,, on voit que le système U” 
est positif dans les circonstances, déterminées dans notre 
theoreme. 


5.4. Problème d'interpolation. — On voit, d’après le 
théorème du paragraphe précédent, que la méthode générale, 
décrite dans 3.8.. s'applique aisément aux systèmes SCG* 
et SCG}. R i 

Si on suppose, dans le cas de CGF, que tous les nombres 
Go, Qr Soient pairs, alors tous les systèmes U,,..., U, (notations 
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de 3.8.) seront positifs. En effet, le „systeme” U, est toujours 
positif, pour les ‘systèmes suivants on le voit de l'ćquivalence 
des symboles 


(49) OF, = UE TE ARE NT: 


Dans le cas de SCGz, on voit de (49) que tous les £';,...,U', 
seront positifs, lorsque tous les nombres qa;...; qr-1 sont pairs, 
q, impair. 

Mais, pour parvenir au but, en appliquant la méthode 
de 3.8., il faut que les circonstances suivantés soient accomplies: 

10 Les variables de U,,..., U, doivent être liées, entre elles, 

d'une manière convenable (3.7.); 
20 Les conditions initiales doivent être, toutes les fois, 
congruentes (3.b.). 


La première des conditions précédentes peut être assurée 
facilement par la supposition que le système primitif U soit 
connexe, Pour assurer la seconde, nous introduirons d'abord 
une définition qui nous sera utile dans l'énoncé de la proposition. 


Définition. Une combinaison j,,...5 J, (p pair), contenant 
p nombres naturels différents, non nécessairement successifs, 
mais arrangés dans l’ordre croissant, sera dite combinaison 
singulière, lorsque 
. > p 
Jax 1 + L= je, pour x=l;y...;5. 


— 


Passons maintenant au probleme général d'interpolation, 
formulé ainsi que dans 1.1. En se servant des notations y a dop- 
tées, on peut ćnoncer le théorème suivant: 


Théorème. Le probléme d'interpolation a une et une seule 
solution *), lorsque | 
a) le systéme considéré d'équations différentielles est SCG} 
et le nombre q, est impair, 
on bien 
SCGF et le nombre q, est pair; 


3) Nous énonçons iej une condition suffisante. 
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b) les nombres qu, où 2? <u S r— 1, sont pairs; 

c) les combinaisons ju... Fae, LEO) où S<uŚśr—1, 
sont singulières ; 

d) łe système considéré d'équations est connexe dans un point, 
au moins, de chaque intervalle 


RS Go WAL -.7 =) Shh 


Démonstration. Adoptons les notations de 3.8. Les 
prémisses a) et b) assurent, d’après 5.3., la positivité de tous 
les systèmes U,,..., U,. Afin d'appliquer, aux complets A;,,...,K,, 
le théorème de 3.2., il faut vérifier si les conditions initiales 
sont non négatives dans les points initiaux des intervalles 
correspondants. 

Or, tous les déterminants du complet A, deviennent, pour 
t = a, nuls, a l’exception de Wy'(a,) = W(a,) + 0. On peut suppo- 
ser que We(a,) >0. Alors les conditions initiales pour A, seront 
non négatifs au point t= a, ce qui implique, d’après 8.2., que 
tous les dćterminants de ce complet soient non negatifs dans 
[a,, a]. La connexitć de U, qui est une conséquence de d) (4.5.), 
implique ensuite que tous les detérminants de K, soient. positifs 
pour t= ag. 

Considérons maintenant ces déterminants de A; qui ne 
different, pour £ = as, des déterminants (correspondants) de A, 
que de l’ordre des colonnes. Pour les identifier avec ceux.de 
K,, il faut effectuer un certain nombre de transpositions des 
colonnes. Or, d’après la définition des déterminants combinés,» 
les indices des. colonnes principales sont arrangés dans l'ordre 
croissant; on voit donc, grâce à c), que le nombre de transpo- 
sitions sera toujours pair. Il sen suit que les déterminants 
considérés du complet A, se confondent, pour ? = a, avec 
ceux de Ko, meme quant au signe; ils sont done positifs. Tous 
les autres déterminants de A, s'annulent pour t= ag. Les con- 
ditions initiales sont donc encore non négatives. En vertu de 
la positivité et. de la connexité [assurée par d)] de U}, on voit 
de nouveau que fous les déterminants de A, sont positifs 


pour t = ag. 


3) Pour que la condition d) soit satisfaite. il suffit p. e, de supposer 
que tous les frovi ou tous les fv4-1, » Soient différents de zéro dans [a,. ay]. 
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. Par induction, dont nous ne nous occuperons plus en ce qui 
concerne les détails, on déduit que tous les déterminants du 
complet A, (v=2,...,v) sont positifs pour t=a,. On a donc, 
en particulier, 


Wlad = 0920: 


La positivite de W(a,,...,a,) implique (1.2.) l'existence 
d’une solution et une unique du problème d'interpolation en 
question. 


0.0. Le problème de M. Biernacki pour l'équation 
x" + A(t)a = 0. — En terminant le present travail, nous 
donnons, comme un exemple de l'application, un corollaire du 
théorème précédant. 


Soit 
(50) rw La, _i(t)at-D -F ... + alt) x- ag(t) £ = 0 


une équation différentielle linéaire du mème degré. On con- 
sidère les courbes intégrales de cette équation, situées dans 
le plan a, t. 

Nous dirons que l'équation (50) est du type B, (1 < » <n), 
lorsqu'il est possible, pour chaque système de r points (du 
plan x,t) aux abcisses ¢ différentes, de trouver une courbe 
intégrale, passant par ces points, et lorsqu'il existé au moins 
un système de r + 1 (aux abcisses ¢ différentes) qui ne peuvent 
être joints par aucune courbe intégrale. 

La détermination du type B,, lorsque l'équation (50) est 
donnée, est un problème qui a été précisé par M. BIERNACKI 
en 1944. L'auteur a obtenu, entre autres, un résultat pour 
l'équation 


(51) zm0- A(t)x—0 [A(t) étant supposé continu pour tous les * 
t réels]. 
Le voici: 


Lorsque n est pair et A(t)>e>0, l'équation (51) est du type 


e MEY :: 
ty f (r — 5) . 
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En appliquant le théorème du paragraphe précédent, ce 
résultat) peut être renforcé, comme il suit: 

0 

Lorsque n est pair et A(t) > e > 0, l'équation (51) est du type Bua. 

2 

Si on s'appuit sur le premier énoncé, il suffit de montrer, 

R | 

en plus, que pour chaque système de 5 points, aux abcisses 

différentes, il existe une courbe intégrale, passant par ces 

points. Or, au lieu de l'équation (51) on peut prendre un 
système d'équations 


LA e , , , 
My Los Lo — Lzgasrsy nt = Luny Lu — — A(t) x 


qui lui est équivalant (x = xi). On voit sans peine que ce systéme 
4 H 
est du type SGS?. En posant r= >, Q= qą= ... q4,=2, 


) \ à n , . . 
(Jui, Jug) = (1,2) pour # =1,...,>, on pent vérifier que toutes 


les conditions a), b), ¢), d) de 5.4. sont satisfaites. On peut 
donc imposer aux fonctions 2, = xy(ł) et £= a,(t) des valeurs 

1. 1 We a WT 
arbitraires dans — points «,,...,u,, donnés d'avance. 

= 2 

D'une façon analogue, en joignant les résultats de M. BIER- 
NACKI avec ceux qu'on tire du théorème de 5.4., on arrive aux 
propositions suivantes 5). 

Lorsque n est pair et A(t) <— €< 0, l'équation (51) est du 
type By. 
Yp ee, 


Lorsque n est impair et |A(t)|>e>0, l'équation (51) est du 
type Bn+1. 
FW, 


4) Les rćsultata de M. Biernacki seront publiés dans ces Annales. 
6) Les détails ne seront plus considérés ici, Nous en donnerons dans 
un autre travail, consacré spécialement aux systèmes SCG. 
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(V)- Kozakiewicz Wacław, Prof. Dr, University of Saskatche- 
wan, Saskatoon, Sask., Canada. 

(©) Kozieł Karol, Doc. Dr, Kraków, Obs. Astron., ul. Koper- 

nika 27. 

) (*) Krużycka Klara, Mgr, 

(P) Krygowski Zdzisław, Prof. Dr, Poznań, Matejki 37. 

) Krysicki Włodzimierz, Łódź (*). 

(C) Krzyżański Mirosław, Dr, Kraków, ul. Lobzowska 46. 

(Wr) Kulczyński Stanisław, Prof. Dr, Wrocław, ul. Kaspro- 
wieza l7. 

(V) Kuratowski Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, Seminarium 
matematyczne, ul. Hoża 69. 

(C)  Labrousse Leon, Prof. Dr, (*)Parts 7 , 7 rue Léon Vaudver, 
France. 

(C) Laine Edouard, Prof. Dr, (*) Angers (Maine et Loire), 
France, 3 rue de Rabelais. 

(C) Lefschetz Salomon, Prof. Dr, Princeton, N.J., U.N. A., 
University. 

(C) Leitner Roman, Kraków, ul. Hermina Piątka 19. 

(C) Leja Franciszek, Prof. Dr, Kraków, Lobzowska 61. 

(C) Leśniak Jan, Dr, Kraków, ul. Zygmunta Augusta 5. 

(C) Leśnodorski Gustaw, Avakow, ul. Sobieskiego 10. 

(Wr) (*) Lichtenberg Władysław, 

(Wr) Loria Stanisław, Prof. Dr, Wrocław, Kochanowskiego 5. 

(VY) Łomnicki Zbigniew, (*). 

(V) Łukasiewicz Jan, Prof. Dr, Dublin (Ireland), 2 Upr. 
Fitzwilliamstr. 

14* 
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(VY) ÆEuzin Nikołaj, Prof. Dr, Moskwa (U. R. S. S.), (*) Ar- 
bat 25/18. 

(Wr) (*) Maksymowicz Adam, Dr, 

(C) Mandelbrojt S., Prof. Dr, Paris 6°, 20 rue Leverrier. 

(Wr) Marczewski Edward, Prof. Dr, Wrocław, M. Gierymskiego 51. 

(V) (*) Matulewicz Konstanty. 

(Ł) Mazur Stanisław, Prof. Dr, Łódź, (*). 

(P) Meder Józef, Mgr, Poznań, ul. Skarbka 37. 

(V) Menger Karl, Prof. Dr, Notre Dame University, Notre 
Dame (Ind., U.S. A.). 

(V) Mieńszow Dimitrij, Prof. Dr, Moskwa (U. R. S. S.), 
(*) Dievitchie Pole, Bojeninowski per 5, kw. 4. 

(P) Mikusiński Jan, Prof. Dr, Lublin, ul. Narutowicza 20_ 

(Wr) Montel Paul, Prof. Dr, Paris 14 , France, 79 rue du Fau- 
bourg Saint Jacques. 

(V) Moore R. L., Prof. Dr, Austin 12 (Tex., U.S. A.), Uni- 
versity of Texas. 

(C) Moron Władysław, (*) Katowice, 

(Wr) Moron Zbigniew, Mgr, Wrocław, ul. Olszewskiego 118 
m. 3. 

(V) Mostowski Andrzej, Doc. Dr, Warszawa (Czerniaków), 
Powsińska 24 a/6. 

(Wr) (*) Napadiewiczówna Zofia, 

(V) Splawa-Neyman Jerzy, Prof. Dr, Berkeley (Calif., U.S. A.), 
Uniyersity of California. 

(V) Niklibore Władysław, Prof. Dr, Warszawa, Politechnika, 
ul. Lwowska 7. 

(C) Nikodym Otton, Prof. Dr, Kraków (Bronowice Male), 
ul. Łąkowa 17. 

(C) Nikodymowa Stanisława, Dr, Kraków (Bronowice Male), 
ul. Łąkowa 17. 

(Wr) Nosarzewska Maria, Mgr, Wrocław, Nowowiejska 85/4. 

(C) (*) Ohrenstein Szymon. 

(P) "Orlicz Władysław, Prof. Dr, Poznań, ul. Grunwaldzka 14. 

(L) Otto Edward, Prof. Dr, Łódź, ul. Kilińskiego 82. 

(C) Pearson Egon Sharpe, Prof. Dr, (*) London W. C. 1, Uni- 
versity College, Galton Laboratory. 

(Wr) Perkal Julian, Mgr, Wrocław, ul. Nowowiejska 109. 

(P) Piątkowski Mieczysław, Mgr, Środa, Liceum. 


(VIII) ÉTAT DE LA SOCIÉTÉ 213 


(V) Piccard Sophie, Prof. Dr, Neuchateł (Suisse), Cassardes 14. 

(V) Picone Mauro, Prof. Dr, Istituto per le Applicazioni del 
Calcolo, Roma (Italia). 

(Wr) Plamitzer Helena, (*). 

(C) Pogany Wojciech, Inż, Kraków, św. Marka &. 

(V) Pogorzelski Witold, Prof. Dr, Warszawa, Politechnika 
ul. Lwowska 7. 

(C) Popovici Constantin, Prof. Dr, (*) Bucuresti, Univ. 

(V) Popruzenko Jerzy, Dr, (*) Warszawa Praga, ul. Szwedzka 39. 

(C) Romanowski Świętosław, Dr, Kraków, ul. Szlak 24. 

(C) Rosenblatt Alfred, Prof. Dr, Lima (Peru), Universitad. 

(C) Rosental Stefan, Dr, Kobenhavn, Helgoladsgade 15. 

(C) Rozmus Antoni, (*) Zakopane. 

) Roszko Pawel, Mgr, Poznań, Niegolewskich 10. 

(V) Rubinowicz Wojciech, Prof. Dr, Warszawa, ul. Hoża 74. 

) Rudnicki Juliusz, Prof. Dr, Toruń, Uniwersytet. 

(P) Rvffertówna Halina, Mgr, Poznań, ul. Grochowska 21. 

(C) (*) Scheybal Adolf. 

(P) Schónhuber Antoni, Poznań, Plac Bergera 5. 

(C) Sedlak Stefan, Katowice, Śląskie Zakłady Techniczne. 

(L) Seipelt-Ławęcka Lidia, Dr, Łódź, (*). 

(C) Sergesco Pierre, Prof. Dr, (*) Cluj (Rumunia). 

(V) Sieczka Franciszek, Ks. Dr, Radzanów nad Wkrą, pow. 
Mława. | 

(C) Siedmiograj Zdzisław, Mgr, Kraków, Wydz. Politechn. 
A.G., Al. 3 Maja 7. 

(V) Sierpinski Waclaw, Prof. Dr, Warszawa, ul. Marszatkow- 
ska 73, m. 11. 

(V) Sikorski Roman, Mgr, Mszczonów, ul. Poniatowskiego 2. 

(V) Singh Avardesh Narayan, Prof. Dr, Lucknow (India), 
University. 

(V) Słupecki Jerzy, Doc. Dr, Lublin, ul. Głowackiego 2, m. 2. 

(P) (*) Smolińska Stefania 

(P) Smosarski Władysław, Prof. Dr, Poznań, Golęcin, Inst, 
Meteor. U. P., 

(P) Sobaszek Jan, Mgr, Poznań, ul. Hetmańska 31. 

(V) Sobociński Bolesław, Doc. Dr, (*). 

(V) (*) Sokołowski Lech, Dr. 

(P) Sroka Aleksander, Mgr, Poznań, ul. Focha 84. 
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(C) Stamm Edward, (*) Wieliczka. é 

(C) Stankiewicz Ksawery, Inz, Kraków, Szkoła Rzemieślnicza, 
ul. Krupnicza 44. 

(Wr) Stark: Marceli, Mgr, Wrocław, Piastowska 43. 

(Wr) (*) Starosolska-Szezepanowska Zofia. 

(Wr) Steinhaus Hugo, Prof. Dr, Wrocław, Orłowskiego 15. 

(V) Straszewicz Stefan, Prof. Dr, Warszawa, Politechnika, 
ul. Lwowska 7. 

(Wr) Szałajko Kazimierz, Mgr, Gliwice, ul. Orlickiego 3, m. 4. 

(C) Szarski Jacek, Dr, Kraków, Rynek Główny 6. 

(P) Szczeniowski Szczepan, Prof. Dr, Poznań, ul. Grun- 
waldzka 14. / ży 

(Wr) (*) Szezepanowski Karol, 

(V) Szmielew Wanda, Łódź, ul. Legionów 24, m. 42. 

(L) Szmuszkowicz Hanna, Mgr, Łódź, ul. Wulczańska 67, 

: m. Sa. 

(©) Szmydt Zofia, Mgr, Kraków, ul. Kordeckiego 5. 

(V) Szymański Piotr, Dr, Kopenhaga, Légation de Pologne. 

(Wr) Ślebodziński Władysław, Prof. Dr, Wrocław, Michałow- 
skiego 26. 

(V) Tarski Alfred, Prof. Dr, Berkeley 8, 1001 Cragmont Aves 
Calif., U.S.A. 

(C) Titz Henryk, Dr, Kraków, ul. św. Tomasza 27. 

(©) Turowicz Andrzej, Dr, Opactwo Tyniec pod Krakowem. 

(C) Turski Stanisław, Prof. Dr, Gdańsk, Politechnika. 

(Wr) Ulam Stanisław, Prof. Dr, Los Alamos Laboratory (New 
Mexico, U.S. A.), p. o. box 1663. 

(C) Urbański Włodzimierz, (*). 

(V) Walfisz Arnold, Prof. Dr, Tyflis (U. R.S.S.), Saba- 
Solkhana 11. 

(Wr) Warmus Mieczysław, Mgr, Wrocław, Kosynierska 28.2, 

(C) Wazewski Tadeusz, Prof. Dr, Kraków, ul. Starowiślna 54. 

(C) Weyssenhoff Jan, Prof. Dr, Kraków, Al. Słowackiego 15. 

(C) Węgrzynowicz Leopold, (*). 

(P) Węgrzynowicz Marian, Poznań, Matejki 52. 

(C) Whyburn Gordon T., Prof. Dr, Austin (Texas, U.S. A.). 

(C) Wileński Henryk, Mgr, (*). 

(Wr) Wilkonski Andrzej, Mgr, Wrocław, Al. Piastów 83. 

(©) Wilkoszowa Irena, Mgr, Kraków, ul. Słoneczna 28. 


(X) 
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Winogradow 1., Prof. Dr, Moskwa 49 (U. R. S.S.), 
Bolszaja Kałwiskaja 67, Mat. Inst. Akad. Nauk. 
Witkowski Józef, Prof. Dr, Poznań, Obserwatorium Astro- 
nomiczne. 

Wolibner Witold, Dr, Staszów, ul. Rytwianska 15. 
Wrona Włodzimierz, Dr, Kraków, ul. Nowowiejska 12. 
Wundheiler Aleksander, Dr, Bur. of Ordnance, Navy. 
Dept., Washington 25, D.C. Re 3 d (U.S. A.). 

Zahorski Zygmunt, Dr, Kraków, Podwale 1. 

Zakrocki Stanisław, Kraków, I Gimn., Plac na Groblach. 
Zarankiewicz Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, ul. Wawel- 
ska 19, m. 11. 

Zaremba Stanisław Krystyn, Prof. Dr, (*), 

Zawirski Zygmunt, Prof. Dr, Kraków, ul. Stradom 27. 
Zeidler Franciszek, Dr, Poznań, ul. Karwowskiego 24. 
Zermelo Ernst, Prof. Dr, (*)Freiburg 1 Br., Karlstr. 60. 
Znamierowski Czesław, Prof. Dr, Poznań, Uniwersytet. 
Zygmanowski Franciszek, Mgr, Poznań, ul. Hetmańska 5. 
Zygmund Antoni, Prof. Dr, University of Pennsylwania, 
Philadelphia (Pa, U.S. A.) Benpet Hall. 

Zygmundowa Irena, Dr, University of Pennsylvania, 
Philadelphia (Pa, U.S. A.). | 

Zorawski Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, ul. Polna 44, 
m. 6. 

Żyliński Eustachy, Prof. Dr, (*). 


LISTE DES MEMBRES DECEDES 


Dans le volume XVIII des ces Annales, pp. II-IV se 


trouve une liste provisoire, contenant 42 noms des membres 
décédés pendant la guerre. Les nouvelles qui sont parvenues 
depuis permettent d'établir la liste plus complète, contenant 
62 noms. 


( 


Auerbach Herman, Chargé du cours à l'Université de 


Lwów. 


Banach Stefan, Professeur à l'Université de Lwów. 
Bartel Kazimierz, Professeur et ancien Recteur de l'Ecole 


Polytechnique de Lwów. 


Blumenfeld Izydor, Ing. 
Braunówna Stefania, Mgr. 
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Chmielewski Stanisław, Professeur au lycée à Poznan. 

Chwistek Leon, Professeur à l’Université de Lwów. 

Dickstein Samuel, Professeur à l’Université de Varsovie. 

Dniestrzański Roman, Professeur au lycée à Chrzanów. 

Eidelheit Maks, Docteur de mathématique. 

Fogelson Samuel, Mgr. 

Freilich Arnold, Docteur de mathématique. 

Grabowski Lucjan, Professeur à l’Université de Lwów. 

Hoborski Antoni, Professeur et ancien Recteur de l'Aca- 
démie des Mines, Professeur à l’Université de Cracovie. 

Jacob Marian, Chargé du cours à l’Université de Lwów. 

Janik Wincenty, Professeur au lycée à Cracovie. 

Jantzen Kazimierz, Professeur à l’Université de Wilno. 

Kaczmarz Stefan, Chargé du cours à l'Université de Lwów. 

Kalandyk Stanisław, Professeur à l’Université de Poznan. 

Kalicun Chodowiecki Bazyli, Docteur de mathéma- 
tique. ' 

Kempisty Stefan, Professeur à l’Université de Wilno. 

Kerner Michał, Docteur de mathématique. 

Kierst Stanisław, Mgr. 

Kobrzyński Zygmunt, Docteur de mathématique. 

Kołodziejczyk Stanisław, Docteur de mathématique. 

Kożniewski Andrzej, Docteur de mathématique. 

Kwietniewski Stefan, Chargé du cours à l’Université de 
Varsovie. 

Lebesgue Henri, Professeur du Collège de France à Paris. 

Leśniewski Stanisław, Professeur à l'Université de Var- 
sovie. 

Levi-Civita Tullio, Professeur à l'Université de Rome. 

Lindenbaum Adolf, Chargé du cours à l'Université de 
Varsovie. 

Lindenbaum Janina, Docteur de mathématique. 

Lubelski Salomon, Docteur de mathématique. 

Łomnicki Antoni, Professeur et Prorecteur de l'Ecole 
Polytechnique de Lwów. 

Mathison Miron, Chargé du cours à l'Université de Var- 
sovie. 

Marcinkiewicz Józef, Chargé du cours a l'Université de 
Wilno. 


(XII) 217% 


Marconi Andrzej, Professeur au lycée a Poznań. 

Mazurkiewicz Stefan, Professeur et Prorecteur de l'Uni- 
versitć de Varsovie. i 

Patkowski Józef, Professeur a l'Université de Wilno. 

Pepis Józef, Docteur de Mathématique. 

Posament Tadeusz, Mgr. 

Prasad Gonesh, Professeur à l'Université de Calcutta. 

Presburger Mieczysław, Mgr. 

Przeborski Antoni, Professeur a l’Université de Var- 
sovie. 

Rajchman Aleksander, Professeur à l’Université libre de 
Varsovie. 

Ruziewicz Stanisław, Recteur de l'Académie de Commerce 
de Lwów. 

Saks Stanisław, Chargé du cours à l’Université de Var- 
sovie. 

Steckel Samuel, Docteur de mathématique. 

Schauder Juliusz, Chargé du cours à l'Université de 
"Lwów. 

Sehreier Józef, Docteur de mathématique. 

Sokół-5Sokołowski Konstanty. 

Sternbach Ludwik, Docteur de mathématique. 

Stożek Włodzimierz, Professeur et Doyen de l'Ecole Poly- 

technique de Lwów. 

Tamarkin J. D., Professeur a Puare de Providence 
(Brown PEAY 

Vetulani Kazimierz, Professeur de l’ Ecole Polytechnique 
de Lwów. 

Waraszkiewicz Zenon, Professeur à l'Université de Łódź. 

Weigel Kasper, Professeur de l'Ecole Polytechnique de 
Lwów. 

Weinlós Sala, Docteur de mathematique. 

Wilk Antoni, Docteur en philosophie. 

Wilkosz Witold, Professeur à l’Université de Cracovie. 

Zalewasser Zygmunt, Professeur à l’Université libre de 
Varsovie. 

Zaremba Stanisław, Professeur d'honneur de l'Université 
de Cracovie. 
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LES PERTES DE LA MATHEMATIQUE POLONAISE 
PENDANT LA GUERRE 


Outre les pertes personelles, la Mathématique Polonaise 
subit des graves pertes materielles. 

En train de lu germanisation de l’Université de Poznan et 
par l'ordre des directeurs allemands de l’Institut Mathématique 
(M. Deuring et E. Svenson) tous les livres polonais furent 
détruits en 1939 de meme que tous les manuscrits et docu- 
ments qui se trouvaient à l'Institut. 

La population de Poznań étant forcé de quitter leur ville, 
presque tous les membres de la Section de Poznan ont perdu 
leurs bibliothèques privées. 

Le L Septembre 1942 la Bibliothèque du Séminaire Mathéma- 
tique de l’Université de Varsovie fut détruite par le feu. 

Au cours des mois août — décembre 1944, les troupes 
allemandes ont chassé les habitants de Varsovie et brulé métho- 
diquement la ville. Presque toutes les bibliothèques privées ont 
péri dans le feu et les mathématiciens de Varsovie ont perdu 
les manuscrits contenant la plupart de leurs résultats obtenus 
pendant la guerre. 

Les bibliothèques de Poznań, en particulier la bibliothèque 
de l’Université de Poznań ont été pour la plupart détruites 
pendant le siège de la ville en 1945. 

Comme les bâtiments universitaires ont été occupés par 
les autorités administratifs allemandes, les Instituts Mathéma- 
tiques de l’Université de Cracovie et de l'Académie des Mines 
a Cracovie ont perdu ca. 10%, de ses bibliothéques et presque 
le total de ses ameublements. 

Les éditions polonaises mathématiques ont été pour la 
plupart détruites pendant l'occupation allemande. 

I! est difficile d'apprecier les pertes que la mathématique 
polonaise à subit à cause de la fermeture pendant l'occupation 
allemande non seulement des universités polonaises, mais aussi 
de toutes les écoles secondaires. La suspension de toute activité 
éditoriale scientifique et l'interruption de toutes les relations 
scientifiques avec létranger aggraverent encore la situation 
dans laquelle la mathématique polonaise se trouvait. 

Dans cette grave situation les mathématiciens étrangers, 
sont venus au secours, en envoyant une grande quantité de 
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livres, de périodiques, de tirages à part. Ces dons précieux sont 
parvenus où bien annoncés de la part des mathématiciens de 
l'Angleterre, du Canada, des Etats Unis, de la France, de 
l'Italie, des pays Scandinaves, de la Suisse, de U. R.S.S. ete. 
Les mathématiciens polonais garderont une vive réconnaissance 
pour cette noble action. 


COMPTES RENDUS DES SEANCES DES SECTIONS 


SECTION DE CRACOVIE 


2. X. 1945. Leja F. Sur l'approximation des fonctions par 
des polynomes. 


9. X. 1945. Bielecki A. Une condition necessaire et suffi- 
sanie d'unicité des solutions des systèmes d'équations differen: 
ttelles ordinaires. 


Soit yj5 fha Y Yge Ynh = 1,2,...0, Un système d’équatiens, les 
membres droits étant continus dans un demaine D, a x < b, c, Ly, Ld,. 
Soit €:y,7 gz) une solution de ce système définie dans l intervalle auch, 
Pour qu'il n'existe aucune autre solution y= Vx) issue du point 
a, pla), qyla),....p„(a) et définie dans un Mahila a<r<f, B<b il faut et 
il suffit qu'il existe un continu Æ satisfaisant aux conditions suivantes: 

1) Æ est hanćomorphe à un cône; 

2) E ent contenu dans un domaine a<a<b, |y—plr)l<e, e étant 
un nombre positif arbitrairement chcisi, et possède un seul pomt commun 
avec Phyperplan r=a; la courbe C est comprie dans l'intérieur de E 
et il existe un cône contenu dans Æ dont le sommet est situé sur Phyper- 
plan r=a; a 

3) toute charactéristique Y= Xe) du sy stème en que stion issue d'un 
point ©, ye) appartenant a la frontière du E pénétre dans l'intérieur de E 
et ne contient pas d'autres points frontiers pour r>c. ` 

[l est possible de construire le continu E de telle façon que la portion 
de sa frontière contenue dans l’intérieur du damaine J) soit une surface 
regulière de classe C™, m = 1,2,3,... Ce résultat se conserve si Pon remplace 
le système équations diene A ordinaires par une équation au para- 
tingent d’un type envisagé par M. S. K. Zaremba (Sur les équations au 
paratingent, Bull. des Se. Math. Hy 1 X, mai 1936). 


16. X. 1945. Steinhaus H. Sur les jeux alternatifs. 


Une partie d’un jeu alternatif est. par définitien, une suite ip.) des 
positions”, dont celles à indice pair sont dites blanches et les autres noires. 


Les règles du jeu attribuent à toute position p, d'une partie un ensemble 
| 
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S(p,) de positions, dites admissibles, dont la position Phi est un élément. 
Une partie aboutit à p, lorsque S(p,) est vide; la victoire est alors aux 
Blancs ou aux Noires suivant que r est impair ou pair; les parties infinies 
s'appellent remises. Une méthode des Blancs, dite pour abréger méthode 
blanche, est, par définition, toute fonction M(p) attribuant chaque po- 
sition blanche un élément de S(p); la notion de la méthode notre est analogue. 
Une méthode blanche est avantageuse ou victorieuse suivant qu’elle en- 
gendre pour les Blancs une partie victorieuse ou remise cu bien une partie 
toujours victorieuse. Le jeu est injuste lorsque ses règles cemportent l’exi- 
stence d’une méthode victorieuse pour Pune des deux couleurs (qui est 
alors nécessairement fixe). Le jeu est rain lorsque ses règles comportent 
l'existence d’une méthode avantageuse pour les Blancs aussi bien que 
d’une autre pour les Noirs. 

L'auteur démontre le théorème suivant: tout jeu alternatif est soit 
tnjuste, soit vain. 

En particulier, le jeu des échecs est done soit a priori victorieux pour 
une coleur (toujours la meme), soit a priori conduisant toujcurs à la remise. 
Ce n’est qwa cause de sa complexité qu’on ignore encore: 1° lequel des 
deux cas se présente pour lui, 2° si c’est le premier, laquelle des deux couleurs 
est celle victorieuse a priori, 3° dans les deux cas. en quoi consiste la mé- 
thode respective à suivre. 

[L'auteur s'empresse de remarquer qu'après avoir treuvé les résultats 
ci-dessus, il s’est convaincu que ces résultats se trouvent implicitement 
dans un travail de M. Laszlo Kalmar, Acta Szeged, 1928]. 


Wazewski T. Une évaluation du module des déterminants. 


23. X. 1945. Ważewski T. Une condition de compacticite 
des ensembles des fonctions. 


Orlicz W. Sur les fonctions continues sans dérivées [A pa- 
raître dans le vol. 34 de Fundamenta Mathematicae]. 


30. X. 1945. Sierpiński W. Sur une propriété des nombres 
cardinaux. 


Sierpiński W. Un théorème sur les nombres ordinans. 


Szarski J. Sur un problème de caractère intégral relatif 


. 
sp 


ez dz 
a l'équation wj + 6(0,)5,=0 définie dans le plan tout entier. 
[Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XIX]. 


6. XI. 1945. St. Gołąb. Sur la généralisation d'une formule 
de Lancret concernant l'uniformisation des équations de Frenet. 
[Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XVIII, pp. 129—133]. 
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Bielecki A. Sur un problènre de Vinterpolation. 


Considérons un système de nombres c,, appartenant à l'intervalle 
ferme [0, 1] et un système de fonctions P, (x) définies dans cet intervalle, 
oust 12,3%. nome 112; 3,.., Cn Cin pour i+). La suite de fonctions 


n 
2 he, Pink) 1142,84... 
zal 


converge uniformément vers f(x) pour toute fonction f(z) continue dans 
FO, 1]. si les trois conditions suivantes sont satisfaites: i 
1) La suite 


n 
LATE OP ;(2), i= 45 2,3... 
i=1 


tend uniformément vers 1 dans (0, 1]. . 


2) Quel que soit l'intervalle fermé [a.b] contenu dans [0,1], la suite 


PEACE), ml... 


où la somme est étendue a tous les indices à pour lesquels c, , appartient 
à l’intervalle [a,b], tend uniformément vers 0 dans chaque intervalle 
extérieur à [a,b] et contenu dans [0,1]. 

3) Il existe un nombre M> 0 tel qu'on a dans tout l'intervalle [0, 1] 
et pour chaque valeur de l'indice n 

s n 

> Pinia) <M. 
i=l 

Ce théorème est une généralisation d'un théorème de M. F. Leja 
(Ann. Soc, Pol. de Math., vol. XVIII, pp. 123— 128). 

e 


13. XI. 1945. Krygowski Z. Sur les intégrales hyper- 
elliptiques canoniques liées aux fonctions theta et sur les develope- 
ments des intégrales hyper-elliptiques en séries trigonometriques. 


20. XI. 1945. Mostowski A. Une contribution au problème 
de la décision. 


On dit qu'une théorie mathématique est résoluble, s'i) existe un procédé 
fini permettant de reconnaître, si une proposition donnée de cette théorie 
est vraie ou fausse. L’auteur a donné quelques exemples des théories reso-' 
lubles et non-résolubles. Parmi ces derniers exemples un semble d’être 
nouveau: celui de la théorie d’addition et de multiplication des entiers 
complexes de Gauss. L'irresolubilite de cette théorie se démontre par 
la méthode inventée par M. K. Godel et appliquée par lui à la théorie 
d'addition et de multiplication des entiers ordinaires (ef. Monatshefte far 
Mathematik und Physik, vol. 38 (1931), pp. 173—198, théorème VII), 
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20. XI. 1945. Orlicz W. Une généralisation du théorème 
de Cantor-Lebesgue. 

Un ensemble B de nombres reels d'intervalle (a.b) est dit base ra- 
tionelle si Von peut représenter tout nombre réel x dans la forme 
= TiL, TJT, Host Tyfy, Où les 7, sont des nombres rationels et z, ap- 
partiennent à B (d’ailleurs cette représentation ne dcit pas être unique). 

Deux fonctions réelles f(z). g(x) s'appellent linéairement indépendantes 
dans l'intervalle (a,b) au sens fort si quels que soient p.q réels ne s'annulant 
pas simultanément la fonetion pf(x) + gg(x) sannule dans un ensemble 
au plus dćnombrahle. 

L'auteur démontre le théorème suivant qui généralise le théorème de 
Cantor-Lebergue. : 

Soient f(r) et g(x) deux fonctions de période I, linéairement indepen- 
dantes au sens fort dans Pintervalle (0,1) et’ nadmettant qu'une infinité 
au plus dénombrable de points de discontinuite: soit, de plus. o,.wy,.. 
une suite de nombres réels tendant vers —oo. Dans ces hypothèses, la 
convergence de la série 


14 
D(a, IOA + Daglar) 
n=l 
dans la base rationelle BC (0, 1) entraîne lim a, =0. lim b,= 0. Des exemples 
n-a n=>oa 
simples montrent que les hypothèses concernant les fonctions f(x), g(r) 
sont essentielles dans l'énoncé de ce théorème, a 

Soit f(x) une fonction de Baire; désignons par m „f(z) le*plus petit 
nombre & tel que l'inégalité f(1)>k aheu dans un ensemble au plus de 
I categorie de Baire, On a ces théorémes: 

Si f(z) est une fonction de Baire périodique et si 9, sont des nombres 
réels arbitraires, on a pour tout z, exception faite d’un ensemble borelien 
de I catégorie de Baire, 

MIG ZPA max f(x). 

Si f(x) est une fonction continue (fonction de Baire), on a pour tout z. 
exception faite d'un ensemble Z}, (un ensemble borelien de I catégorie 
de Baire). la relation 


lim |a„f(o„c--5,)|= maxg |f(x)| lim „l. 
F n->20 n->ca 


de cas où un facteur a droite s'annule et l’autre est égal àù +00 étant exclu. 
s 


27. XI. 1945. Wazewski T. et Szarski J. Sur une relation 
entre le module d'un déterminant complexe et son determinant 
réel associé. Application à la théorie des formes hermitiennes 
et à celle des' matrices complexes. [Ann. Soc. Pol. de Math., 
vol, XX |. 
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Wazewski T. Une démonstration directe d'un théoréme sur 
la signature d'un polynôme. 


4. XII. 1945. Knaster B. Sur les ensembles connexes. (Cf. 
Fund. Math. 33 (1945), pp. 308—313]. 

Ważewski T. et Szarski J. Sur l'unicité des intégrales 
d'une équation de 'C€latraut, modifiée. 

Les auteurs démontrent le théorème suivant: Considérons Pequation 
différentielle ordinaire de la forme 
(1) y" = fle) 
et supposons que la foneticn f(r.y) soit continue dans un rectangle. 

Théorème: Si par tout point du rectangle il passe une droite qui ext 
l'intégrale de Véquation (1) dans le rectangle, alors l'équation (1) n'admet 
pas d'autres intégrales dans ce rectangle que,ces droites-intégrales. 


8. I. 1946, Leja F. Sur les połynómeś de Tschebychejf 
et la fonction de Green. [Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XIX 
(1946), pp. 1—6]. 

Biernacki M. Sur une inégalité dans l'espace à m>3 di- 
MENSIONS. 

F. Leja communique la résolution par M. M. Biernacki du problème 
suivant (posé par F. Leja): l'inégalité 


(83 > ri / z 


OT eee 


Pun système des points différents 


où P est un point variable et NE 
à m dimensions, est 


quelconques fixes situés dans l'espace cartesien PF 
vraie dans le cas m=2 (ce qui résulte de la formule d'interpolatien de 
Lagrange). Est-elle vraie dans le cas m > 3? 

M. Biernacki a donné la réponse négative, L'inećgalitć (1) peut cesser 
d'être vraie si m = 8, 

15. I. 1946. Niklibore W. Sur le problème des trois Corps, 
I-re partie. 

2? 1. 1946. Ważėwski T. La methode des apprortmations 
successives dans les espaces abstraits. 


"9 I. 1946. Kozieł K. Differential formulae of spherical 
polygonometry. 

In the problems of spherical astroncmy, which lead to the solution 
of polygons on the sphere, formulae are needed. giving the changes of certain 
elements of these polygons in dependence on the changes of the remaining 
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elements, In order to get such formulae the lecturer first differentiates the 
product of ordinary and quaternion rotational cracovians, on introducing 
elementary skew cracovians Sy 8 and &,, corresponding to the ordinary 
rotational cracovians p, q and r, and elementary skew craccvians sp, 8 
and 8p, corresponding to the quaternion rotational cracovians Pi Q and R, 
The lecturer differentiates next by means of the obtained formulae the 
fundamental equation of Banachiewiez for the solution of a spherical 
polygon (n-angle) and obtains as result two types of-cracovian «differential 
formulae of spherical polygonometry. Finally the lecturer presents diffe- 
rential formulae of spherical trigonometry and tetragcnemetiy as applica- 
tions of the just derived general formulae. 


5. IT. 1946. Niklibore W. Sur le problème des trois corps, 
ll-eme partie. 

19. II. 1946. Ważewski T. Sur les racines caractéristiques 
d'une matrice; à) remarques de l'auteur; b) resultats de Mille Zofia 
Szmydt. was 

26. II. 1946. Wazewski T. Une démonstration d'un théorème 
de Frobenius concernant les matrices a l’aide des équations 
différentielles. 


Bielecki A. Sur un probléme d'interpolation. 

Remarques sur les rapports entre certains théorèmes de H. Hahn 
(Math. Ztschr., 1918) concernant le problème d'intapolaticn et les thé- 
orémes analogues trouvés récemment par MM. F. Leja (Ann. Soe. Pol. 
de Math., vol. XVIII, p. 123) et A. Bielecki (ce volume, séance du 
2. X. 1945). 

19. IM. 1946. Zawirski Z. Sur la logique de Brouwer- 
Heyting [Kwartalnik Filozoficzny, vol. 16 (1946), pp. 165— 


‘99 


14. V. 1946. Nikodym ©. Sur les suites des intégrales 
abstraites. 

21. V. 1946. Gołąb St. Sur les objets géométriques de la 
1-ere classe [Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XIX (1946), pp. 7—35]. 

28. V. 1946. Choquet G. L'isometrie des surfaces. 


4. VI. 1946. ZahorskiZ. Sur les courbes deJ ordan suscepti- 
bles d'une representation parametrique partout dérivable. 


> n W 
Soit B, l'ensemble de points t, pour lesquels PEA 0. Un changement 
nues | 
du paramètre t=t(T) s'appelle non-essentiel, lorsque la foncticn t(7) est 
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continue et croissante (au sens stricte), La représentation paramétrique 
donnee z =X y(t) soit telle qu'il n’existe pas d'intervalles dans lesquels 
toutes les fonctions x, (t), m= 1,2,...,n soient constantes. Une telle repré- 
sentation particulière peut être obtenue d’une représentation quelconque 
à l’aide d’un changement (essentiel) du paramètre. L’auteur démontre 
les théorèmes suivants: 

1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une repré- 
sentation x, =X, (7) partout derivable, doute des dérivées bornées et 
telle que |B„|= 0, consiste en ce qu’il existe une representation c= s(t) 
où les fonctions T lt) soient de classe VB (c.-a-d. que la courbe soit recti- 
fiable). 

2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une repré- 
sentation T „=X „(T) partout derivable, douée des dérivées finies et telle 
que |B,|=9, consiste en ce qu’il existe une representation r, = x(t) où 
les fonctions x, (t) soient de classe VBG*. 

3. La condition du théorème 2 équivaut à la condition que la courbe 
soit une projection d’une courbe #,,=—2,(t), m=1,2,...,n-+ 1 située dans 
l’espace à n + 1 dimensions et jouissant des propriétés J et M. 

(Une courbe z,,=2,,(t), m= 1,2,...,k, située dans l’espace k-dimen- 
sionel, jouit de la propriété M, lorsque a tout point t, (à l exception d'un 
ensemble au plus dénombrable de points) il existe un e{t,) tel que: a) pour 
tout te (tp—e,%o +e)—[to] on ait 

k 
Da plt) —2 
m= 1 


mio) > 0, 
b) il existe deux cônes de rotation (à k-dimensions), coaxiaux, de sommet 
au point x, (to), m=1,2,...,k, et tels que l’image de (to—e,to+e)— [to] 
soit. situéé à l’intérieur de ces cones. 
Une courbe jouit de la propriété J, lorsque l’ensemble de points de 
multiplicité dénombrable est au plus dénombrable, de multiplicité c — vide). 
La représentation X, (7) dans les théorèmes 1, 2,3 se déduit de la 
représentation donnée 2, (t) par un changement non-essentie] du paramètre. 
L'auteur a trouvé les théorèmes 1 et 3 sans la condition |B,|=0 en 
X. 1940, avec cette condition en IX. 1943. 


18. VI. 1946. Borsuk K. La théorie des rétractes. 


25. VI. 1946. Nikodym O. Sur une généralisation de la 
notion de fonction. 


Ulam J. General mean and its applications. 
We consider a real and univalent function of n real variables, 
p(a,,aą....,a,) which we suppose to he: 
1) continuous (with respect to the set of a; §), 
2) strictly monotone (with respect to every a), 
3) symmetric (with respect to every pair of aj £), 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 15 
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all that in a certain n-dimensiohal cube 7”), The function (a) =g(a,a....,a), 
obtained by putting a,=a,=...=a„=a, fulfils the conditions 1) and 2) 
in the interval Z. It is easy to prove, that ;p)=;Q. i. e. that the images 
of [ and I, obtained, by p and Ø, respectively, coincide, The function @~!, 
inverse to Ø (such function exists, in value of L) aid 2)), is, therefore, defined 
on the set {y}. We construct 
(1) M (apaga p) = BT'[(ay.04....50)]. 

It is evident, that M, fulfils the condition 1) and 3); it is an increasing 


(in the strict sense) function of every a, and, besides: M „la,a,....a)=a, 
Are at least two of the a,’s different, then 


min (4,,4a,.....4, )<A,(a,.a,....,4,) Cmax (a;.0a,...,A„) 

that is, the function My is a mean, the general inean in question, 

By a suitable choice pe p we obtain various particular means; 80 p = Na, 

1-1 
gives. aë M. the avithmeticy p= Île, the geometric, p= Ne 71 the harmo- 
gi 

nic mean, s 

The application of the general mean M. to the notion of convexity 
of functions is next considered, a function f(x) being called p-convex in (a,b) 
if the inequality 
(2) f M (44:44) M (fla), f(ay)) 
is fulfilled for a; a, 6 (a,b). On the hypothesis, that the functional equation: 

fí H (Td) = M „(f(a,),/(42)) 


admits a continuous solution, UE it is proved, that through any two 
points passes one and only one curve n,,(x). b 

Then, if f(x) satisfies (2), the theorems are valid: 

1) The are of f(x), connecting any two pointa, „lies below 
tical with (in the case of equality in (2)) the are of Ng (x), joining these 
points. 

2) Through any point of y - = f(x) there passes at least one curve v p(T)» 
that has no other point in common with y= f(x). 

These two properties of a g-convex function with respect to n gl) 
are obviously a generalization of the properties of a function, Gi in 
the ordinary sense, with respect to the straight line, viz. the chorde (the 


46 


or in iden- 


n 
1-st) and the „Stutzgerade* (the 2-nd property). lu fact, for p= Ja, we 
i=l 


have n git) = ax + b, and the g-convexity becomes the dał convexity, 
The oh property is of special interest. The ,,Statzgerade™ being, in 
most cases, identical with the tangent, we can put forward the problem 
of finding for a given ọ a functional operation, that would put in correspon- 
dence to every PON of eve.y function (fulfilling woah conditions) a fune- 


tion n plz). For g= Va, the operation in question i8 Ma), and the function 
i=1 
n UT); put in correspondence, is the tangent, (x)= ae + b. 


to 
to 
=] 
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SECTION DE POZNAN 


Il nous est impossible de donner un compte-rendu des 
séances d'avant-guerre outre les titres de quelques conférences 
qui ont eu lieu entre 1. I. 1939 et 1. IX. 1939. 


Krużycka K. Sur les courbes d'épaisseur constante. 


Buflewski Z. Le problème à limites pour le système des 
équations différentielles linéaires. 


í 
Biernacki M. Sur les zéros des intégrales des équations 
différentielles. 


Slebodzinski W. Sur la géométrie textile. 
Seipelt L. Sur la résolution des équation du 5-eme degré. 


Orlicz W. Sur les fonctions continues sans dérivées. 


Séances d'apres-guerre: 


8. IV. 1946. Witkowski J. Impressions de la conference 
des astronomes à Copenhague. 


25. VI. 1946. Szezeniowski N. Théories modernes de la 
structure du noyau atomique. 


SECTION DE WROCŁAW 
90. X. 1945. Ślebodziński W. Sur la geometrie textile. 


M. Blaschke a montre (W. Blaschke u. G. Bol, Geometrie der Ge- 
webe, 1938, p. 164) qu'on peut associer d'une façon invariante à chaque 
réseau de trois familles de lignes d'un plan une métrique conforme et un 
parallélisme analogue à celui de Levi-Civita. Malheureuscment ce paral- 
tólisme n’a aucun lien avec le parallélisme déduit de la métrique conforme. 
Or. on peut démontrer qu'avec le réseau sus-dit une connexion affine peut 
être liée d’une façon invariante, connexion dont le groupe fondamental 
est donné par les formules u=ku-a, v=ktr+b. Le parallélisme défini 
par: cette connexion est identique avec le parallélisme de M, Blaschke. 
Les ligner du réseau sont des géodésiques de la connexion; chaque géodé- 
sique coupe les lignes d’une famille du réseau sous un angle constant. La 
somme des angles d'un triangle formé par trois géodésiqnes est égale à x. 

Une propriété analogue peut être montrée dans le cas d'un réseau de 
quatres familles de surfaces d'un espace à 3 dimensions. 


15* 
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20. X. 1945. Marczewski E. Remarques sur Vequivalence 
des classes d'ensembles. 


Deux classes K, et K, de sous-ensembles de l'intervalle I=<0,1) 
s’appellent équivalentes: lorsqu'il existe une transformation biunivoque 
de I en soi qui transforme A, en K}. 

M. W. Sierpinski a démontré à l’aide de l'hypothèse du continu 
que La classe des ensembles de mesure nulle et celle des ensembles de I-ere 
catćgorie sont ćquivalentes 1). A @ 

Considérons la condition suivante, qui est remplie par les classes N men- 
tionnées tout-à-l’heure: 

(*) Il existe une classe QC N de puissance du continu, telle que 1° pour 
chaque E e N, il existe un ensemble H tel que ECH 64 et 2° pour chaque 
K eQ, il existe un ensemble indénombrable N eQ, disjoint de K. 

Dans les cas cités plus haut, on peut considérer comme Q la classe 
des ensembles G, de mesure nulle resp. la classe des ensembles F, de 
I-ere catégorie. 

En généralisant le résultat et le raisonnement de M. Sierpinski, 
on obtient à l’aide de l'hypothèse du continu le théorème suivant: 

Soit K, une classe de sous-ensembles de I héréditaire, dénombrablement 
additive et satisfaisant à la condition (*). Pour qu’une classe K, de sous- 
ensembles de I soit équivalente à K, il faut et il suffit qu'elle soit héréditaire, 
dénombrablement additive et qu'elle satisjasse à la condition (*). 

(En d’autres mots: l’hérédité, l’additivité dénombrable et la eon- 
dition (*) caractérisent complètement la classe des ensembles de mesure 
nulle au point de vue de la théorie générale des ensembles). 


1. XII. 1945. Steinhaus H. Sur les jeux alternatifs. 


11. I. 1946. Marczewski E. Sur l’isomorphie des relations 
et Vhomeomorphie des espaces [Cf. Section de Varsovie, séance 
du 21. IX. 1945]. 


18. I. 1946. Steinhaus H. Sur le mouvement d'un essaim 
de points abandonné a l'intérieur d'un cube [C. R. de la Soe. 
des Sciences et des Lettres de Wrocław, séance du 23 V.1946]. 


15. II. 1946. Knaster B. Sur le probleme du partage pragma- 
tique de H. Steinhaus. 

Le mode usuel de partage en 2 parties, qui s'exprime dans la regle 
„lun divise et l’autre choisit“, a la propriété suivante: chacun des deux 
participants peut s'assurer une partie égale (selon lui) au moins à la moitié 
de l’objet à partager, à savoir — celui qui divise, par une division en parties 


1) Fund. Math. 22 (1934), p. 276 et Hypothése du continu, Monogr. 
Matem. 4 (1934), p. 77. 
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(qu’il estime) égales, et celui qui choisit, par le choix de [a partie (qwil 
estime) non moindre de l’autre. 

Cette propriété a été formulée par M. Steinhaus dans une lettre 
a moi de 1944 et suivie du problème: en appelant la règle en question 
procédé de partage et la méthode à suivre pour les participants méthode 
efficace, existe-t-il pour lout entier n>2 un procédé de partage tel que chacun 
des n participants dispose, en s’y conformant, d'une méthode efficace qui 
lui assure une partie éyale (selon lui) au moins à 1/n de l’objet à partager? 

M. Steinhaus qualifie pragmatique un tel procédé de partage. Il 
jouit par définition de la propriété importante d'offrir à tout participant, 
pourvu qu’il suive la méthode efficace, l'indépendance complète des fautes 
d'appréciation, des ruses et même des complots de ses partenaires, tout 
cela d'une manière automatique, sans aucune intervention du dehors 
(p. ex. de la part d’une instance judiciaire ou autre). 

La réponse au problóme est affirmative, La solution proposée par S. Ba- 
nach et moi comporte comme procédé de partage une libre détermination 
par l'un des participants d'une partie de l’objet, chacun des autres ayant 
droit de la corriger ensuite à son gré, à savoir en diminuant tour à tour 
ce qui en reste après lu diminution apportée par son prédécesseur; le dernier 
correcteur reçoit la partie en question dans son état final (et à défaut des 
correcteurs, elle est à celui qui l'avait déterminée); le procédé continue 
par le partage analogue de l’objet, désormais dépourvu de la partie enlevée; 
entre les n— l participants qui restent; on arrive ainsi par recurrence au 
cas banal de 2 participants, ce qui achève la définition du procédé de par- 
tage. Dans cette solution, la méthode efficace est, pour celui qui détermine 
une partie, de la déterminer non inférieure à 1/n (selon son estime) et, 
pour chacun des autres, de la diminuer, s’il y a lieu, de façon qu'elle de- 
vienne égale à l/n (d’après l'appréciation du diminueur). La démonstra- 
tion que la solution satisfait aux conditions du problème est triviale, On 
ignore si cette solution est unique. 

Il est à ajouter que, dans le cas où au moins l correcteur se présente, 
elle se laisse améliorer d’une façon un peu paradoxale. J'ai montré qu’une 
légère modification du procédé de partage permet d'assurer dans ce cas 
à chacun des n participants P,.P,,...,P,, une partie plus grande que 1/n 
(selon son estime) de l’objet à partager. On n’a qwa mettre de côté l'excès 
e retranché par le dernier correcteur P, de la partie p,_; qui vient de lui 
être transmise par son prédécesseur P, 4, eb de répartir cet excés, divisé 
au préalable de Wimporte quelle manière en 2 parties non nulles 2j1£9)1..87» 
entre tous les participants à l’issue du partage. En effet, après que la 
partie p,=p,_1—6, 8e trouve assignée, tout comme plus haut, à P p comme 
égale (selon lui) au moins à l/n, il ne reste que n— 1 participants, pour 
chacun desquels, vu l'hypothèse que P, était le dernier correcteur, l’objet 
dépourvu de la partie p,_,— et non plus de p, comme auparavant — 
a la valeur au moins égale a (n— l)/n, ce qui permet d'en confinuer le 
partage entre les n—1 participants, selon le procédé antérieur jusqu’à 
lacte supplémentaire de la répartition de Pexcès e. Finalement, P, recevra 
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~ 
| | | i "44, PA À : 
done p,+e,- ot, ee (selon lm) pour tout i=],2,,...%, ce qui achève la 


démonstration. 
On remarquera que tous les raisonnements qui précèdent. restent 


vrais en y supprimant dès le débutales expressions mises entre parenthèses. 


Tout partage pragmatique est libre de l'hypothèse que l'appréciation 
de la valeur d’une partie donnée de l’objet de valeur I soit la même chez 
tous les participants. Cette propriété du partage pragmatique trouve son 
expression particulièrement manifeste dans le langage de la Théorie de la 
mesure, en lequel le problème de M, Steinhaus a été traduit par S. Ba- 
nach, 

Soit E un ensemble arbitraire qu’il s’agit de dćconiposer en a> 2 partice 
disjointes E p Esn. E, de mesures respectives (41), Mol Fy),....9 YE), 
et telles que l'on ait 


(*) m (E) = mE) =... =m En) a Vm, 


n 


lex seules hypothèses sur les mesures m; étant les suivantes: 
s! y,(K) = m,(E) =... =m,(k)=l, 
(2) m (X) m (A), o m (À) où ACE ha s admi que NNT A. r 


La solution de ce problème („procędć de décomposition“ et „méthode 
efficace“) est analogue. Et encore, le même artifice permet dẹ la mettre 
sous-la forme du théorème suivant, dont l’énoncé pas plus que la démon- 
stration (évidente après ce qui précède) ne contiennent d'éléments antro- 
pomorphes: 

Dans les hypothèses (1), (2) et 


(3) mi(E)mCE.) pour un couple d'indices 1+ j, 


j" i 
il existe une décomposition de E en parties disjointes E,,E,.....E, telle que 


(47) mE,)> 1/n pour tout | 1=1,2,....f. 


Il west par difficile de donner au partage pragmatique une apyli- 
cation pratique en construisant un schćma approprié aux besoins de cas. 


Steinhaus H. Remarques sur le partage pragmatique. 


Tout partage pragmatique?) est un jew équitable, e.-a-d, qui conduit 
. automatiquement au résultat équitable lorsque les joueurs font Durage 
de leurs droits, e, à d. se servent de leurs méthodes efficaces. Si Pun (ou 
plusieurs) d'eux ne s'en sert pas, ses actes ne peuvent causer de préjudice 
à ceux qui s’en servent. 

La solution du problème du partage pragmatique entre 122 parti- 
cipants, proposée par S. Banach et B. Knaster, se laisse généraliser aux 
parties inggales, mais rationnelles, Le problème de démontrer l'impossibilité 
d'un partage pragmatique en parties irrationnelles reste ouvert, même 
pour n= 2, : 


1) Voir la communication qui précède. 
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La solution de S. Banach et B. Knaster donne lieu à un jeu qui 
peut être réalisé à l’aide des jetons égaux, mais de différente valeur, cette 
dernière étant marquée sur leur /face du dessous (invisible). Le jeu con- 
siste à soumettre un tas de tels jetons, mis en désordre sur une table, au 
partage pragmatique entre les joueurs suivant le mode décrit par cer 
auteurs. 


99, II. 1946. Steinhaus H. Evaluation du volume des 
troncs de bots. 


En admettant que les trones cóniques ont r, R comme rayons des 
bases et que JR<r<-R, on ohtient la formule approchée 


(1) V*=0.8 ws? 


pour le volume V, w étant la longueur du trone, s=.Jf+ 7 le diamètre au 
milieu. L'erreur de (1) ne surpasse pas +29/,. La meilleure formule utilisant 
les tables usuelles employant le coefficient 2/4 est celle que-l’on obtient en 
prenant au lieu de s le diamètre du tronc à l’endroit qui divise la longueur 


A 48— [42 
en raison a; I=a avec «= 0.47728) - wa | l'erreur ne surpasse pas 


od 

61/, pour mille. En abandonnant 2/4, on peut améliorer ce résultat; la for- 

mule: 

(2) . V = 0,7818 wet, 

où 8, correspond a a = 2—-}7/3 = 0.47247 est exacte à -+4.6"/,, près. 
Quand Phypothese mei est inadmissible, la formule 


(3) y =" ws? -r ow 


avec une constante convenable o permet de corriger le volume total d'un 
ensemble de troncs de la même espèce, calculé par les tables, en faisant la 
somme des cubes des longueurs; o résulte des mesures réputées de R, 7, u: 


a p Y 
OTT? Er 


Slebodzinski W. Quelques remarques sur la représentation 
des vecteurs covariants et contravariants. 


1. III. 1946. Marezewski E. et Hartman S. Sur la mesure , 
relative de M. Steinhaus. l 


8. III. 1946. Steinhaus H. Sur quelques indices geogra- 
phiques [A paraître dans Przegląd Geograficzny, Wrocław]. 


10. IIT. 1946. Gołąb S. La reduction des objets geometriques 
de la premiére classe aux objets du type A. | 
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5. IV. 1946. Knaster B. Sur les transformations continues 
des sphères en hyperplans de dimension inférieure. 
L’auteur communique quelques résultats partiels concernant l'existence 


sur la sphère des systèmes finis de points isométriques à un système donné 
d'avance et donnant la même image. 


26. IV. 1946. Marezewski E. Sur les mesures à deux 
valeurs et les idéaux premiers dans les corps d'ensembles. 

Une fonction non négative m(E) d'ensemble, définie dans un corps E 
de sous ensembles d'un ensemble fixé X s'appelle mesure dans X lorsqu'elle 
est additive. Une mesure s'appelle dénombrablement additive rel. a K 
lorsqu'on a 

m(E, Fa...) = MME) + m(E£,)+..., 
pourvu que 
Ee K, E,+E,+...ek, E, E= 0 pour ż+). 

Chaque somme d'un nombre fini d'intervalles et d'un ensemble fini 
s appelle ensemble élémentaire. Chaque ensemble qui est somme d'un ensemble 
ouvert et d'un ensemble au plus dénombrable et dont le complémentaire 
est de la même forme, s'appelle quasi-élémentaire. Les classes d'ensembles 
élémentaires et. des ensembles quasi-élémentaires contenue dans ‘inter- 
valle fermé I =<0,1> seront désignées par FE et Q. La classe de tous ler 
sous-ensembles de I sera désignée par U. 

Définissons maintenant trois fonctions d'ensemble comme il suit: 


f E= 1 lorsqu'on a pe F et 

BE) = 0 dans le cas contraire; 

„ASA lorsqu'il existe un intervalle ouvert (a,p)CE et 
E= dans le cas contraire; 

6,(E) = 1 lorsqu’il existe un intervalle ouvert (p.b)CE et 


ó (E)= 0 dans le cas contraire. 


On démontre aisément le 


Théorème 1. Pour chaque pel, les fonctions 8, Yp et 6, sont des 
mesures à deux valeurs dans le corps E. Il n'existe aucune autre mesure à deux 
valeurs (0 et 1) dans ce corps. 


Le lemme suivant résulte directement du théorème 1: 


Lemme 2. A l'aide de chaque mesure u à deux valeurs dans le corps E 
qui sannule pour les ensembles se réduisant à un point, on peut nommer effecti- 
vement une décomposition I=1,41,+ ... en ensembles I „de mesure u nulle. 


Ce lemme entraîne directement le 
Théorème 3. Il n'existe dans le corps E aucune mesure a deux valeurs 


denombrablement additive rel. à E. 
A plus forte raison, il n’existe aucune mesure dénombrablement addi- 
tive à deux valeurs dans le corps des ensembles boreliens dans 7. (Cette 
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remarque embrasse le résultat de M. S, Ulam!) d'après lequel il n'existe 
pas de telle mesure dans le corps U). 

On sait qw'il existe dans le corps U une mesure à deux valeurs s'an- 
nulant pour tous les ensembles qui se réduisent à un point?), mais la dé- 
monstration de l'existence n’est pas effective, D'autre part, le théorème 1 
permet de définir effectivement toutes les mesures à deux valeurs dans 
le corps E. Or, en R'appuyant sur un résultat de M, Sierpiński?) et sur 
le lemme 2, l’auteur démontre le 

Théorème 4. A l'aide de chaque mesure à deux valeurs dans le corpe ©. 
s’annulant pour les ensembles qui se réduisent à un point, on pourrait nommer 
effectivement dn ensemble aon mesurable (L). 


14. V. 1946. Steinhaus H. et Warmus M. Quelques 
theoremes sur les jeux. 

Considérons un jeu où A gagne f(x,y) et F perd la même somme. 
Le jeu consiste en ce que la variable x est choisie par X et la variable y 
par F, ce choix étant simultané et la fonction f(x,y) étant définie d'avance 
par les zegles du jeu. 

Les auteursedémontrent le théorème suivant: Six, est un choix le plus 
favorable pour X sous la condition que F a choisi y, et si en meme temps Yo 
est le choix le plus favorable pour F sous la condition que A a choisi 25, 
il existe alors le meilleur résultat du jeu. pouvant être garanti d'avance 
par X, et ce résultat est égal a f(xs,Y0). De même f(x. Yo) est le meilleur 
résultat du jeu, pouvant être garanti d'avance par F. | 

Dans le language de la théorie des fonctions: si 


max f(x, Yo) = f(Zos Yo) arb 
(l ‘tis (Toy) = (Lo: Yo) Gn dy, 
alors on a f 
(2) max [min f(x, y)] = min [max f(x. y)] = fl£o Yo). 
x y y A 


RE À EW : Ro Bd 
La réciproque est aussi vraie, a savoir: si l'on a 
max [min f(x.y)] = min [max f(xy,y)]. 

x y y x 


alors ils existent des valeurs z,,y, tels que les égalités (1) ont lieu. 


Warmus M. Un théorème sur la poursuite. 

Une méthode de la poursuite s'appelle absolument optimale, si elle 
garantit le temps plus court de la poursuite que tout autre méthode. En 
désignant par z une méthode de la puursuite, par y une méthode de la 
fuite, par f(r.y) le temps relatif à ces deux méthodes, on définit le temps 


1) Fund. Math. 16 (1930), p. 146. | 
2) Voir p. ex. A. Tarski, Fund. Math. 15 (1930), p. 42. 
3) Fund. Math, 30 (1938), p. 96. 
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minimum“ garanti par le persécuteur comme ayin a j(r,y)] (cf. la 


note précédente), Une méthode analogue Tone à la methode abso- 
lument optimale de la fuite. 

Supposons que A poursnit Y dans un demi-plan Z (p. ex. un bateau 
poursuit un autre dans le voisinage d'un hord rectiligne), et que le rapport 
des vitesses de X et de Y est égal à a> 1. Soit A(f) la position de X et 
et H(t) celle de Y au temps t. Soit encore A(t) le lieu géométrique des points 
du plan dont les distances de „1(t) et de B(t) sont dans le rapport q:1 (le 
cercle A Appollonins). K(t)-L est alors Pare de ce cerele contenu dans ZL. 

L'auteur démontre que 

a) la méthode absolument optimale de la pourauite pour Y est de 
garder toujours la direction de la droite A(t)B(t); \ 

b) la méthode absolument optimale de la fuite pour Y est de se di- 
riger toujours vers un tel point M(t) de l'arc A(t) qui ext le plus éloisné 
de A(t) (et en même temps de J3(t)); 

c) si À et Y se servent tous les deux des méthodes absolument opti- 
males, ils parcourent tous ler deux les lignes droites dans la direction du 
point M(t), qui est dans ce cas constant; M(t) est aussi le point de rencontre 
de X et de Y. 


24. V. 1946. Steinhaus H. Sur le problème du tarif électrique. 


L'idée du nouveau tarif se resume dans la formule " 


CP 
(1) À 29 AT fron. 
0 


où 2, désigne le montant à payer, ką le prix fondamental, 7 la période d’acqui- 
tement, £ le temps et f(t) la puissance prélevée au moment t. 
On peut obtenir cette formule de la formule plus générale 


| a à [re 
(2) sk T frora ; 


en substituant a p le nombre 2; la meme formule (2) donne pour p= 1 
le tarif ordinaire et pour p= oo le tarif à maxima, e. à d. où Je montant 
est le produit du prix fondamental par la période T et par le maximum: 
des: puissances prélevées au cours de cette période. 

Les avantages du tarif ordinaire sont: homogénéité, monotonie. addi- 
tivité, universalité, insensibilitć envers la période, simplicité des compteurs. 
De ces qualités, quatres premières se retrouvent dans le tarif quadrati- 
que (1), La shtquième peut être atteint avec approximation suffisante, ou 
bien, exactement, par une totalisation annuelle des comptes. La construction 
d’un compteur évaluant l’intégrale du carré de puissance multiplié par la 
différentielle du temps est aujourd’hui une tâche aisée. 

Les nouveaux avantages du tarif quadratique et que n'offre aucun 
des tarifs employés jusqu’à présent sont: répartition équitable des frais 
constants, pression exercée sur l’abonné dans le sens de niveler sa courbe 
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de réception, cette pression étant proportionelle a l’ordonnée de la courbe, 
enfin, affranchissement du fournisseur d’énergie des contrats individuels 
(universalité absolue). Vis-a-vis du tarif multiple, i] jouit d’élasticité, dont 
celui est dépourvu, car au heu d’une fonction rigide de temps, A(t), (for- 
T 
mule z=klh(t):f(tydt) il introduit f(t), c. à d. une fonction toujours adé- 
0 a - 


quate. 

L'avantage le plus remarquable du tarif quadratique consiste dans les 
indications qu’il donne au sujet des capitaux à engager et des clients à cher- 
cher: ces indications résultent immédiatement des comptes mensuels pré- 
sentés aux abonnés. 

La conférence a engendré une vive discussion. 

Séance tenant, la Section de Wrocław de l'Association d'Elćetriciens 
Polonais s’est constitué. ` 


31. V. 1946. Orlicz W. Les opérations linéaires dans l’espace 
des fonctions bornees. 


Soit M, l’espace linéaire des fonctions mesurables et essentiellement 
bornées définies dans 42,63. dans lequel on a introduit Ja notion de con- 
vergence conune il suit: la suite z,(t),#,{1),... est dite chnvergente (l) vers x,(t) 
lorsque les fonctions de cette suite sont uniformément essentiellement bor- 
nées et convergent asymptotiquement vers r(t). 

Soit Y un espace de type (B); désignons par E, l’ensemble fonda- 
mental des fonctionelles linéaires c, à d. un ensemble des fonetionnellts 7(y) 
te] qu'il existe des constantes c et C telles que pour chaque ye l, qe Ey 
on a 

sup |ą(y)|>>eljy|| quand qe, in| <C. 


Nous dirons que l’espace Y jouit de la propriété (Z) lorsque l’iné- 
galité |e Yy taa + ve —8„Y„|| 7 k, pour e,=l1,0 et n= 1,2,... arbitraires, 
entraîne la convergence de la série y, + Yot.. 

L'auteur communique quelques nets supplémentaires, aux 
résultats établis antérieurement (ces Annales XVIII (1945), p. 181), con- 
cernant des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une opération 
additive définie dans M,, dont les valeurs sont des éléments d'un espace FY 
du type (B) ou (P), soit continue, donc linéaire. On a p. ex. le théorème 
suivant: 

Soit F un espace du type (B);l'općration U(x) définie dans AJ, à contre- 
domaine dans F est linéaire lorsque, 7(y) étant une fonctionnelle arbitraire 
de E, la fonctionnelle 7(U(z)) est linéaire et que, de plus, une des conditions 
suivantes est satisfaite: 

(a) Y est un espace sćparable; (b) l’ ensemble E, est identique à l’es- 
pace conjugué avec Y; (c) F jouit de la propriété (Z), 

L'auteur anonce plusieurs applications de ce théorème, comme p. ex.: 

t) Pour qu’une fonctionnelle hi-additive F(x,y) soit bi-linéaire dans Jf, 
il faut et il suffit qu'ilexiste dans M, des opérations linéaires U,(x;t), U,(a;t) 
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dont les valeurs appartiennent à l’espace (Z!) des fonctions‘ intégrables, 


telles que 
b 


b 
F (x,y) ={x(t)- Uy(yst)dt = fy(t)- Ulz; tdt. 
a a 
2) Soit A(t,v) une fonction mesurable définie dans le carré acti<b, 
aLr=b, Si, x(t), y(v) étant des fonctions mesurables bornées, les intégrales 
iterées 


b b 
Jr, y)= f(y {a tk (t, v)dt)de 
(e, = y 
J,(r,y) = ((r0fv(vklt, ryde)dt 
a a 


existent; on a J;(z,y)=J»(z,y). 
Ce théorème reste vrai lorsque les intégrales (*) existent, x(t), y(v) 
n'étant que des fonctions caractéristiques des ensembles mesurables. 


1. VI. 1946. Kuratowski C. Sur l'application de l'homo- 
topie au problème des points invariants. 

L'auteur établit en termes de l’homotopie une formule analogue à celle 
de la topologie algébrique concernant le nombre algébrique des points 
invariants (Alexandroff-Hopf, Topologie, Chap. XIV, $3). Elle est 
applicable aux rétractes absolus de voisinage situés sur le plan, l’ensemble 
des points invariants étant fini ou infini. 

Ces résultats paraitrons dans le vol. 34 des Fundamenta Mathematicae. 


14. VI. 1946. Marczewski E. Isomorphie des mesures et 
arithmetisation des variables aléatoires. 

D'apres M. Kolmogoroff (Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Berlin 1933, p. 20), chaque variable aleatoire est une fonction 
définie dans un ensemble abstrait X, prenant des valeurs rćelles et mesu- 
rable par rapport à une mesure dénombrablément additive m définie dans X. 

L'auteur démontre des théorèmes qui permettent de réduire l'étude 
des suites denombrables de variables aléatoires les plus générales au cas 
ou u est la mesure de Lebesgue dans l'intervalle <0,15. Dans le cas des 
familles indénombrables de variables aléatoires, une telle réduction n’est 
pas possible en général. 


28. VI. 1946, Hartman S. Remarques sur les ensembles et 


les fonctions indépendantes. 


L'auteur considère, parmi les autres, le problème suivant: M.Steinhaus 
appelle des fonctions réelles f(x), fo(z) mesurables (L) dans l'intervalle (0.1) 
stochastiquement indépendantes, si 


(1) dy) fe = fy A) 


pow chaque paire @intervalles J,. I, situés sur Paxe y. M. Kolmogoroff 
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se sert d'une definition un peu différente, à savoir il exige que légalité (1) 
reste vraie pour des ensembles arbitraires I}, I, pourvu que leurs contre- 
images sojent mesurables (L). 

L'auteur prouve que l'indépendance au sens de M, Steinhaus entraîne 
celle au sens de M. Kolmogoroff (la réciproque est évidente). Ce théorème 
est valable aussi dans le cas d’un nombre quelconque de fonctions indé- 
pendantes. 

La démonstration fournit encore le théorème suivant: Soit f(x) une 
fonction mesurable (L) définie dans intervalle (0.1) et soit EFC (0,1) le 
contre-image mesurable (7) d’un ensemble quelconque situé sur l'axe y 
(c. àd. f 'J(E)=E). Il existe alors un ensemble K de classe F, situé sur 


l'axe y et un ensemble VC (0,1) de.mesure nulle, tels que E= f7M(K)-N 


SECTION DE VARSOVIE 


Il est impossible de reconstruire les comptes-rendus des 
séances qui ont eu lieu entre le 1. I. 1939 et le 31. VIII. 1939. 
Entre le 1. IX. 1939et le 1. VII. 1945 l'activité de la Section 
était suspendue. 


13. VII. 1945. Waraszkiewicz Z. Sur les fonctions définies 
par Îles équations fonctionnelles: 
ii WAY. 
Ns 
\ 2) fla)+ fly) 
ou 0LÀ<I. 


et {=)= atat Aly) 


a 
b= 
(a,b constantes) presente la seule solution dćrivable de la premiere ćquation. 
La seconde équation n'adniet en dehors du cas 4='/, aucune solution 
derivable. Les solutions continues de cette équation présentent pour 4+1/, 
des exemples très simples des fonctions qui n’ont pas de dérivées, 


L'auteur démontre que la fonction homographique j(x)— 


Waraszkiewicz Z. Sur les courbes apparentées avec l'arc 
simple. 


Un continu s'appelle apparenté avec l'are simple lorsqu'il se laisse 
pour tout e> 0 e-déformer en un arc simple. L'auteur présente la théorie 
des pointes de ces continus, la pointe d’un continu C apparenté avec l’aro 
simple étant un tel point ceC pour lequel jl existe pour tout e> 0 une 
e-dćformation de C en un arc simple qui transforme x en une extrémité 
de cet arc. La conséquence importante de cette théorie est la caractéri- 
sation intrinsèque de l'are simple (dans le plan) comme le seul continu 
homéomorphe avec chacun de ses sous-continus. (Cette caractérisation 
presente la solution d'un probleme de Z. Janiszewski). | 
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Waraszkiewicz Z. Homogeneous systems and almost pe- 
riodicity. 

The author considers in a metrical and compact space S continuous 
motion which can be represented by a steady flow of fluid. To each point x 
of S the stream line of the motion passing through x shall be denoted by L(x). 
This dynamical system is said homogeneous, if to each couple z,y of points 
of S there exists such automorph transformation of this space which car- 
Ties x in y and conserves the motion i. e. transforms each L(x’) on another 
L(x”). In case when S is the space of a compact, commutative group the 
homogeneity is equivalent to the almost periodicity of the motion in the 
sense of If. Bohr. In particular the homogeneous systems are in this case 
metrical transitive in the sense of G. Birkhoff which ix not generally 
true when S is not a group manifold. 


Waraszkiewicz Z. La presque-periodicitć et la loi des 
grands nombres. 
c=(a,} étant une suite composée des nombres © et I qui converge 
en moyenne vers p, c. ad. telle que 
in À + (la + +90 TP G m 
n->oo n 
alora pour tout e> 0 il existe une suite périodique ¢* composée également 
de 0 et 1 et convergeant vers un nombre p* tel que |p—p*|<e. En se 
basant sur cette remarque l’auteur fait correspondre à chaque suite des 
épreuves répétées dont est soumis un événement Æ une fonction presqte- 
périodique. La connaissance des presque-périodes de cette fonction permet 
de calculer la précision avec laquelle la fréquence de a ćpreuves represcnte 
la probabilité de l'événement Œ. | 


21. IX. 1945. Marczewski E. Isomorphie des relations et 
homeomorphie d'espaces. 

Remarques mathématiques à propos de la conférence de M. St. Kul- 
czyński: O założeniach jakie leżą u podstaw morfologii porównawczej (Sur 
les hypothèses qui sont à la base de la morphologie comparée, en polonais, 
Rocznik Polskiej. Akademii Urniejętności, Kraków 1945), 


Marczewski E. Sur l'extension de la mesure. 


Une simple démonstration: du théorème bien connu sur l'extension 
d'une mesure abstraite. 


19. X. 1945. Waraszkiewicz Z. Transitive motions in group 
manifolds and definition of probability. 
The author examines in the manifold M of a commutative, compact 


group a continuous and transitive motion, i. e. such motion each path of 
which is dense in M, and proves that it is almost periodic, thus in parti- 


. 
, 
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cular metrical transitive in the sense of G. Birklioff. The proof of this 
theorem is based upon the fact of the existence of a surface of section of 
the motion, i. e. such hypersurface of M that each stream line cuts it within 
sufficiently large fixed time intervall and always in the same sense, The 
author makes an application of this result in the problem of the definition 
of equiprobable cases. When the probability of a phenomenon F is to be 
defined, then we must introduce a measure in the space Ś of all possible 
cases and, S(E) denoting the set of cases favourable to E. we obtain the 
probability p dividing the measure of S(E) by that of S. Let us admit 
that this definition of probability is correct, if, f(x) being the characteristic 
function of S(E). to each automorph function g(r) of S such that the se- 
quence pr), palr) = p(p(x)), g;(r)=oplp(p(r))),... is densein S for each res, 
the existence of the limit | 


f(p(£)) + plr) +... + f(p„(r)) 
Le =~ —— R ——— 


dl 


I(K):=lu 


n=oo 


8 


involves the equality /(E)-== p. 

The author proves that the definition of probability of E is correct, 
when S is the manifold of a commutative and compact group. It seems to 
him that the fact that S is the manifold of a transitive group characterises 
the correctness of the probability definition of each phenemencn EF. 


Waraszkiewicz Z. Sur l'équivalence de deux carrés. 


Deux figures sont dites équivalèntes par décomposition finie lorsqwil 
existe une dćcojnposition de chaque figure en un nombre égal des ensembles 
disjoints, deux à deux égaux. Dans cette communication l’auteur donne 
une démonstration élémentaire du fait que deux carrés de diniensions iné- 
galer ne sont pas équivalentes. (Le fait est une conséquence de l'existence 
de la mesure additive pour tous les ensembles plans, cependant la définition 
de cette mesure exige l'emploi de Paxiome du choix), Dans la démonstration 
l’auteur opère au lieu des mesures d'ensembles (qui peuvent ne pas être 
mesurables) des nombres des points (situés dans un ensemble) de certaines 
mailles regulières qui couvrent le plan. 


26. X. 1945. Zarankiewiez K. Sur une relation entre les 
APE a . i ; 
ordres des points de ramification dans les dendrites. 


L'auteur a demontré la formule _ 


n 
Ÿ 
re 2(m— 1) +e 
i=1 

où r,,7%...,7, désignent les ordres des points de ramification, # lew nombre 

et e le nombre des points d'arrêt (ramification d'ordre 1). Quelques consé- 

quences furent aussi discutées. 


| 


r 
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30. XI 1945. Sierpinski W. Sur la triséction d'un angle 
à l’aide d'une règle, dun compas et d'une parabole Ann. Soc. 
Pol. de Math., vol. XVIII, p. 164]. 


21. XII. 1945. Mostowski A. Sur le théorème de M. Gödel 
[Kwartalnik Filozoficzny, vol. 16 (1946), pp. 223—277]. 


4. I. 1946. Milicer-Grużewska H. Sur le coefficient de 


corrélation a posteriori des variables aléatoires équivalentes. 

Une généralisation des résultats de A, Khinchine (Sur un cas de 
corrélation à posteriori, Mat, Sbornik, vol. 12 (1943). Le mémoire sera 
publié dans les C. R, de la Soe, des Sei. et des Lettres de Varsovie. 


18. I. 1946. Milicer-Grużewska H. Sur la loi limite des 
variables equivalentes de. correlation non nul [Voir le compte 
rendu du séance du 10. V. 1946]. 


25. I. 1946. Mostowski A. Les: constructions: géométriques 
du 3-ćme et 1-óme degre. 

L'auteur donne une démonstration des théorèmes suivants dus à J. Pjer- 
pont (Bull. of the Amer. Math. Soc., vol. 2 (1895), pp. 77—86): 

Pour qu'un n-gone régulier puisse être construit à l'aide d’une règle, 
d'un compas et d'une conique quelconque (ne se réduisant pas à un cercle), 
il faut et il suffit que n soit égal a 24. 31 Pi Poc Pm où Pi Por- Pm BONT 
des nombres premiers de la forme 27-3°- 1 différents l’un de Pautre. > 

Pour qu’un angle quelconque se laisse diviser en % parties égales à l’aide 
des mêmes instruments il faut et il suffit que n soit de la forme 27-35, 


8. II. 1946. Sierpiński W. Critique d'une solution apparente 
du problime de Souslin. 

15. II. 1946. Sierpiński W. Un theoreme sur les espaces 
metriques. 

Sierpiński W. Concernant les travaux de M. Ribeiro. 

Sierpiński W. Sur un résultat de M. Finsler. 

Niklibore W. Sur le probléme des trois corps. 

Un résumé de ce travail vient d'être publié dans les Acta Astronomica. 
Le mémoire contenant les démonstrations detaillées sera publié dans les 
Prace matematyczno-fizyczne. 

1. III. 1946. Mostowski A. Sur quelques analogies entre 
la théorie des ensembles projectifs et la théorie des ensembles 
À-définissables. 

Un ensemble A de k-tuples des entiers positifs est dit A-définissable 
si sa fonction caractéristique est A-dćfinissahle (ou recursive au sens de 
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Godel-Herbrand; voir p.ex. 8. C. Kleene, Math. Annalen, vol. 112. 
1936. pp. 630— 636). Soit PH =Qf" = la classe de tous ces ensembles 
et soit a = 0(P“))— la classe des ensembles complémentaires aux en- 
sembles a pd et R = P(QUTYD) = la classe des projections des en- 
sembles de QUE, I] At une analogie touchante entre les classes p? 
et Qin d’une part et les.classes des ensembles projectifs k-dimensionels P, 
et C. d’autre part. En particulier la théorie des ensembles universels se 
E > développer pour les classes Bee et QW, Le „théorème de Śouslin* 
P.O Pih) est aussi valable, L'existence d'un ensemble de PU) qui 
n'appartient pas au PY) donne tout de suite le theoreme de M. Gódel 
sur Vexistence des propositions arithmétiques vraies mais non démon- 
trables. 

Les démonstrations détaillées seront publiées dans le vol. 34 des 
Fundamenta Matheniaticae. 


8. III. 1946. Milicer-Grużewska: Sur la loi limite de 
variables équivalentes de corrélation nul [Voir le compte-rendu 
du séance du 10. V. 1946]. 


15. III. 1946. Zarankiewicz K. Sur les contre-images des 
fonctions continues. 


2. IV. 1946. Mazur N. Sur la structure des fonctionelles 
linéaires dans certains espaces (L). 

Soit T un ensemble abstrait et {A un espace (Z) forme des toutes fonctions 
réelles x(t), te T, la convergeance T >x étant définie par la formule 
c (t) > x(t) pour tout te T. 

Une fonetionelle linéaire F(x) définie dans A s'appelle normale, si 
Pon a pour tout x e A 

F(x) =a,x(t,)+@or(t,) + ... + a,zr(t,), 
les nombres ay.d9,...,0, et les éléments ły.ło,...,t, étant fixes. 

Théorème: Pour que chaque fonctionelle linéaire F(x) dans À soit 
normale, il faut et il suffit qu'il n existe aucune mesure m(Z) complètement 
additive ne s'annulant pas identiquenient, ne prenant que des vateurs 0 et 1. 
s'annulant pour des ensembles formés d’un seul élément et définie pour chaque 
sous-ensemble Z de T. 

Soit maintenant T un espace métrique et B un éspace linéaire (L) 
formé des fonctions zeA continues. Le théorème précédent reste vrai 
si l’on y remplace A par B. 

La démonstration détaillée paraitra dans le vol. 34 des Fundamenta 
Mathematicae. 


4. V. 1946. Leja F. Sur les polynomes de Tschebycheff 
et la fonction de Green [Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XIX, 


pp. 1—6]. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 16 
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Wrona W. Sur les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'un espace soit einsteinien, conforme-euclidien ou de courbure 
constante. 

Appellons courbure scalaire Cune m-direction régulière en un point 
de l’espace riemannien Va à a dimensions la courbure sealaire d'un sous 
espace Fp géodesique en ce point et y tangent à la m-direction en question. 
Cette notion est une généralisation de la mesure riemannienne de la eour- 
bure. qui est la courbure sealaire d'une bi-direction, 

On peut démontrer les théorèmes suivants: 

I. La condition nécessaire et suffisante pour que Pespace Vy) soit un 
espace einsteinien est que dans tous les points deux m-directions régu- 
lières arbitraires perpendiculaires entre elles went les mêmes courbures 
scalaires. 

Une généralisation de ce théorème fut démontrée par M. T. WazewsRi. 

II. La condition nécessaire et suffisante pour que Pespace rieman- 
nien Vy, soit pour m>2 conforme-euclidien est que dans chaque point 
la somme des mesures riemanniennes de courbure du système de m bi- 
directions régulières mutuellement perpendiculaires ne dépende pas du 
choix spécial du système. 

III. La condition nécessaire et suffisante pour que l’espace Fa, (m2) 
soit conforme-cuclidien est que la somme des courbes scalaires de deux 
m-directions arbitraires régulières et mutuellement perperdiculaires soit 
indépendante dans chaque point du choix de ces deux m-directions, 

J. Haantjes a généralisé les théorèmes II et LIL. 

M. P. Sehur a démontré le théorème suivant bien ponnu: 

Sila mesure riemannienne de la courbure en chaque point de l'espace F, 
ne dépend pas du choix special de la bi-direction, elle est constante dans F, 

On peut généraliser ce théorème comme il suit: 

Si la courbure scalaire d’une m-direction de l'espace = ou n est un 
nombre fixe remplissant la condition I<m<n, ne dépend pas du choix 
special de cette m-direction elle est alors constante dans Vy. 

Il résulte des hypotheses de ce théorème que. si m = n— 1, Pespace V 
est de courbure constante: si m <n—- 1, l'espace F, est un espace cinsteinien. 

Uneinteressante démonstration de la seconde partie du dernier théorème 
fut donnée par M.S. Gołab, L'interpretation des ces théorèmes dans le 
cas n= 4 est particulièrement interessante. 


$. V. 1946. Kuratowski K. Homotopie et fonctions ana- 
lytiques. 

L'auteur présente des extensions des théorèmes classiques de la thé- 
orie des fonctions analytiques (de Weierstrass, Runge, Rouchó) 
aux fonctions continues qui ne Xannulent en aucun point. 

Pour un exposé détaillé, voir Fund. Math. 33. p. 316—367, ains 
qu'une note qui paraîtra dans le vol. 34. 
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Marczewski E. Mesures dans les corps de Boole. 


Chaque fonction additive u(E) non négative, définie pour chaque E 
appartenant à un corps de Boole K. s'appelle mesure sur K. 

p étant une mesure sur A, et N l'idéal de tous les E e K tels que u(E)= 0, 
la mesure w induit dans le corps-facteur K/N une mesure nouvelle qui 
sera désignée par uo: on pose notamment „o(Ż)=nu(E) pour Re Ze AA, 
Évidemment, si u est une mesure dénombrablement additive, jo l’est 
évalement. 

On démontre facilement le 

Théorème I. Soient K un corps de Boole dénombrablement additif 
et J un idéal dénombrablement additif dans K tel que chaque mesure dénom- 
brablement additive sur K et s'annulant sur J, sannulle identiquement. These: 
Chaque mesure denombrablement additive sur K/J s'annulle identiquement. 


Par conséquent, il existe des corps de Boole dénombrablement additifs 
sur lesquels il n’y a aucune mesure dénombrablement additive qui ne s’annulle 
pas identiquement, p.ex. le corps Kw, où K est le corps de tous les sous- 
ensembles d’un ensemble X de puissance aleph — un et J — la classe des 
sous-ensembles au plus dénombrables de X 1), 

On dit que les mesures p et u’ sur les corps de Boole A et K’ sont 
isomorphes lorsque les corps À et K’ sont isomorphes et lorsqu’on 
a ul E)= pE") pour chaque couple Ke K, E'eK” d'éléments correspondant. 

K étant un corps de Boole dénombrablement additif et Ke K appelons 
décomposition dyadique de E chaque système {Be iy... ‘in? où (i, 0,1; 


E 1, * K) tel que 


E — E+ PE E 


TEOT 


| E 
muj t s . à 
Es dont 


FOR u = Li, LOTERIE 


Posous encore 


PA 


D na kity” Pilisi e 


Nous appelons F; , constituant de la décomposition considérée. 


ONZE 

On voit KARA que chaque corps dénombrablement additif A 
d'ensembles satisfait à lu condition (W) suivante: 

(W) Pour chaque décomposition dyadique de chaque O:Eekh il 
existe un constituant non nul. 

D'autre part, en désignant par L la classe des ensembles mesurables (L) 
contenus dans l'intervalle I et par N la classe des ensembles de mesure 
nulle contenus dans J, on voit aisément que le corps-factcur A=L/N ne 
satisfait pas à la condition (W). (C'est M. A. Mostowski qui wa posé 
le problème de trouver une proposition qui soit juste pour chaque corps 
dénombrablement additif d'ensembles et qui tombe en défaut pour certains 
corps dénombrahlement additifs de Boole). Par conséquent, en désignant 
par m(E) la mesure de Lebesgue sur L et, en considérant la mesure am (dv) 


sur K=L;N, nous obtenons le 


1) Voir S. Ulam, Fund. Math. 16 (1930), pp. 140—150. 
16% 
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Théorème 21), Il existe une mesure dénombrablement additive sur 
un corps de Boole dénombrablement additif qui n’est pas isomorphe à aucune 
mesure dénombrablement additive sur un corps dénombrablément additif 
d'en sembles. ; 


10. V. 1946. Milicer-Grużewska H. Sur la loi limite 
des variables aléatoires équivalentes et certaines generalisations. 


Si les variables aléatoires x,,x:,... sont équivalentes 2) on pent écrire 


"= y 
E [nae Tj w z, |= ee ed 


les indices i,,i9,...,i, étant supposés différents l’un de l’autre et les expo- 
sants ViVa.. v, étant des entiers positifs quelconques (l= 1,2,3,...). 
A. Supposons que les conditions suivantes soient vérifécs: 


1. Klzj= Me; 5 eh G20) 


Lie M osy... EO est re Ma Nr „Pr: _ 
=C(v, +99 + eae +v)! Pen ter 


III. Les densités élémentaires Hy Tor Zp) dB dTa. An existent et 
sont intégrables (n= 1,2,3,...). 


Théorème I. Si les variables aléatoires x,,7,,... sont équivalentes et 
accomplissent les conditions I, II et III, alors les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que la loi limite de la somme x de ces variables divisée par 
sa dispérsion soit celle de Gauss sont 


2p—1 _ 
M Miya =O, 
2p— 1 fois 


nee) = NS la = 1*3-5...(2P—1) MP, 
2p fota 
(p=0; LT 
B. Si les variables aléatoires ne sont pas ćquivalentes nous posone 


TALI z Fy) = WD 


où la somimation s'étend aux systèmes ptas f; d'indices admettant des 
valeurs 1,2,...,% et satisfaisant aux inégalités TEE ne A. 


1) Cf. F. Wecken, Math. Ztschr. 45 (1939), pp. 377—404, Satz 3, 
p. 380. 

2) B de Finetti, Sui numeri equivalenti, R. ad. Reale Ace. Naz. d. 
Lincei, 1933. 
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Supposons que 


MAP 
I’. E(x)=0; im | z | = 2 > 0; 


g 

n 
IT’. ET: TIKO +, +... a: yO ae ae (C = const., 
Wo, eee, ey oe Ft, — b=) ANA SUW entiers nonnégatifs) ; 


III". lim zl MY; (uM)! 31 s(n) uniformément par rapport a 
nool 
E OR 


Theoreme II. Si les variables aléatoires accomplissent les condi- 
tions III, I’. II, 111’, alors les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
la loi limite de la somme de ces variables, divisée par sa dispersion soit celle 
de Gauss sont: 


pP 1) 0, 
(2) „(ŻP—1), 2,p 
s FE, =H") 


pour p= 1,2.... 

C. Supposons que les variables équivalentes accomplissent les condi- 
tions I’ et IT” suivantes: 

I”. leurs densités CARE PTE Tp) sont intćgrables et symétriques par 
rapport à toutes les variables Tite. …,T, (cles sont donc quadratiquement 
indépendentes). 


SE 


11. | M, «| <C- 


"1% = 0 où C= const. et W eee "AV, 


Théorème III. Si les variables équivalentes x,,7,,... accomplissent 
les conditions I” et I1”, alors les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que la loi limite de la somme de ces variables divisée par sa dispersion soit 
Gaussienne sont: 


2.2 g OR, qu = RS 
m tois 


Dans le cas général on pose 


"M Š vi m man 
( n 
où la sommation s'étend sur tous les systèmes RZN des indices qui 


prennent des valeurs I,2,...,% et satisfont aux inégalités U HO 
et où m=l1,2,...,[R/2]. 
Supposons que 


m 


ver 1 s ce (20! 
E pl er a < ENT at! „n 
OÙ VF + dY 21 et Most, = 0,1,2,...,0 ; 
TZ ve FRE des AMIE Ty. Vy... „:f(03....,1,) sont integrables 


et symetriques par rapport à chaque de ces Vami las WA D); 
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) 9 
26» |: Um, ri "m z : Sea 4 © 9 
III". lin ZE = existe uniformément par rapport à a= 1,9... 
noo Oin (one 


EPIRU S 


Théorème IV. Si les variables aléatoires accomplissent les conditions 
I”, II”, II”, alors les conditions nécessaires et suffisantes pour que la loi 
limite de leur somme divisée par sa dispersion soil Gausienne sont 
P 


uż (a), m= M2... 


Sikorski R. Sur lisomorphisme des corps de Boole avec 
des corps d'ensembles. 


M. M. H. Stone a démontré que chaque corps de Boole est isomorphe 
avec un corps additif (au sens restreint) d'ensembles, Par contre, un corpe 
de Boole additif au sens denombrable (c, à d. contenant une „somme“ de 
chaque suite dénombrable de ses éléments) n’est, en général, isomorphe 
avec aucun corps d’ensembles additif au sens dénombrable (c. à d. avec 
aucun système borelien d'ensembles, cf. F. Hausdorff, Mengenlehre, 1927, 
p. 84). 

L'auteur démontre le théorème suivant: 

Pour qu'un corps de Boole U additif au sens dénombrable soit isomorphe 
avec un corps additif au sens dénombrable d'ensembles, il faut et il suffit qu’il 
existe pour chaque élément A de A (A=0) une mesure bivalente m telle que 
m(4)=1. 

(Mesure bivalente dans U est une fonction univoque qui fait corres- 
pondre à chaque X e A un des deux nombres 6, 1 et qui est additive au 

co 


co 
sens dćnombrable, c. à d. satisfait l'égalité m(Ż/4,)= Y mA, pour chaque 
Pai i=1 
suite {A,} d'éléments disjoints de A). 

Définition. Convenons de dire qu’un corps de Boole A additif au sens 
dénombrable satisfait la condition (M) si pour chaque dA eA (A=) et 
pour chaque système dyadique {A 4 ty? (où w= 1,2,...,7,= 0 ou bien 

arr 
i.— 1) d'éléments de ( tel que 


PETRY Z. 


e =f a "1 A M s 
Ísil yy URANU lon] 
co 


il existe une suite infinie {j,} des nombres 0 et 1 telle que IHl | +0. 


h-ln 

M, Marczewski a remarqué que la condition (M) est oo SAT pour 
qu'un corps A soit isomorphe avec un corps additif au sens déncmbrable 
d’ensembles et a posć le problème Si cette conditicn cst en méme tempe 
suffisante (voir le compte-rendu du sćance du 4. V. 1946, sćction de Var- 
sovie). L'auteur démontre à l’aide d'un exemple ecuvengble que la con- 
dition (Af) est en général insuffisante. 


14. VI. 1946. Niklibore W. Sur la symbolique différentielle 
et certains opérateurs differentiels [A paraître dans les Prace 
matematyczno-fizyczne]. 
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21. VI. 1946. Alexiewicz A. On Denjoy integration of 
abstract functions. 

The theory of Lebesgue intesration of abstract functions (i.e. functions 
of a real variable to a Banach space) has been developed by several authors 
(Bochner, Birkhoff, Dunford, Pettis, Gelfand). The author presents 
a theory of Denjoy integration and introduces a strong and weak process 
of integration. Both, descriptive and constructive definitions are consi- 
dered, and relations with Lebesgue integration are discussed. Relations 
between stronę or weak derivatives and Denjoy integration are obtained. 
In connection with this is shown that if an abstract function is weakly de- 
rivable in a set, then the strong derivative exists almost everywhere in 
this set. 


Marezewski E. Mesures dans les corps independents et 
dans les produits cartesiens. 

Définitions. Soit {A,} (où t parcourt un ensemble fixe T WM indices 
arbitraires) une famille de corps, eoniposćs de sous-ensembles d'un ensemble 
fixé A, Les corps A, s'appellent indépendants [dénombrablement indépen- 
dants) lorsqu'on a 


ÎTE, + 0 

Í 
pour chaque suite finie [au plus dénombrable] ensembles Ej tels que 
(*) () == Ej ia + ou t, =t, pour r=8. 


Chaque fonetion non negative et additive d’ensemble, définie dans 
un corps d'ensembles, s'appelle mesure. Dans le cas où m(£) est une mesure 
normée (c. à d. telle que m(X) = 1) sur un corps A contenant tous les corps k,, 
on appelle ces corps stochastiquement indépendants par rapport à la me- 
sure m(E), lorsqu'on a 


mE, Be save dS) = m(E,) * m(E,) the MB, ) 
pour chaque suite d'ensembles Ej satisfaisant aux conditions (*), 


Théorème I. Soit m (E) (pour chaque te T) une mesure normée sur 
un corps K, de sous-ensembles de X. Si les corps K, sont indépendants, il 
existe une mesure m(E) sur le plus petit corps contenant tous les corps K, et 
telle que 1° m,(E)=m(E) pour Ee K,, 2° les corps A’, sont stochastiquement 
indépendants par rapport à la mesure m(E). 

L'auteur a démontré ce théorème au printemps de 1939, Le problème 
si un théorème analogue subsiste pour l’additivité dćnombrable a été résolu 
en octobre 1940: par Stefan Banach qui a démontré ce 

Théorème II (de S. Banach). Soit m,(E) (pour chaque teT) une 
mesure normée dénombrablement additive a un corps dénombrablement 
additif K, de sous-ensembles de X. Si les corps K, sont dénombrablement 
indépendants, il existe une mesure dénombrablement additive m(E) sur le 
petit corps dénombrablement additif K contenant tous les corps K, et telle 
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que 1° m{£)=m(E) pour E e K,. 2° les corps K, sont stochastiquement indé- 
pendants par rapport a m(E). 

Une démonstration différente du théorème II est due à M. Stanistaw 
Saks. Les démonstrations de MM. Banach et Saks, rédigées d’après leg 
memoires posthumes seront publiées dans les Fundamenta Mathematicae. 

La condition de l'indépendance dans l’énoncé du théorème I peut 
être remplacée par la condition plus faible de la presque-independance, 
Pour définir cette condition il suffit de modifier la définition de l'indépen- 
dance, en remplaéant dant (*) la relation: k,=0 par My (E) +0. Le pro- 
blème de la généralsation analogue du théorème 2 reste encore ouvert, 
même dans le cas de deux corps et mesures données, 

Les théorèmes I et II trouvent beaucoup d'applications, en particulier 
ils entraînent facilement 1° les théorèmes connus sur les mesures dans les 
produits cartćsiens !), 20 les théorèmes sur les mesures dans les classes 
d'ensembles indépendants ?), 3° la réponse à une question posée par 
M. J. Schauder en connexion avec la théorie des quanta. Le théorème I 
généralisé permet de répondre (par negative) à un problème de 
MM. Z. Łomnicki et S. Ulam (l. ¢., p. 262). 


CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 


LES MATHÉMATIQUES DANS LES ÉCOLES 
SUPÉRIEURES POLONAISES 


Il existe en Pologne 7 universités et 5 écoles techniques 
supérieures avec 35 chaires des mathématiques, mécanique 
rationelle, logique mathématique et philosophie de la mathé- 
matique. À savoir (les chaires vacantes ne sont pas énumerées): 

L'Université de Cracovie. Les professeurs des mathématiques: 
Dr Franciszek Leja, Dr Tadeusz Ważewski. Le professeur 
de la mécanique rationelle: Dr Jan Blaton. Le professeur 
de la logique: Dr Zygmunt Zawirski. 

L'Université de Lublin. Les professeurs des mathématiques: 
Dr Mieczysław Biernacki, Dr Jan Mikusiński. Suppleant 
du professeur de ta logique: Dr Jerzy Slupecki. 

L'Université de Łódź. Le professeur des mathématiques: 
Dr Stanisław Mazur. Le professeur de la mécanique ratio- 
nelle: Dr M. Wiśniewski. 


1) Cf. p.ex. Z, Łomnicki et S. Ulam, Fund. Math. 23 (1934), 
pp. 237—278, en particulier p. 245 et 252, 

2) E. Szpilrajn-Marczewski, C. R. 207 (1938), p. 768—770. (Les 
termes et notations utilisées dans la note citée de C. R. different de ceux 
qui sont employés ici). 
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L'Université de Poznań. Les professeurs des mathématiques: 
Dr Władysław Orlicz, Dr Zdzisław Krygowski. 

L'Université de Toruń. Le professeur des mathématiques: 
Dr Juliusz Rudnicki. Le professeur de la logique et des ma- 
thématiques: Dr Stanisław Jaskowski. 

L'Université de Varsovie. Les professeurs des mathémati- 
ques: Dr Wacław Sierpiński, Dr Kazimierz Kuratowski, 
Dr Karol Borsuk. Suppléant du professeur des mathématiques: 
Dr Władysław Niklibore. Le professeur de la mécanique 
rationelle: Dr Wojciech Rubinowicz. Suppléant du pro- 
fesseur de la philosophie de la mathematique: Dr Andrzej 
Mostowski. 

L'Université et l'École Polytechnique de Wrocław. Les pro- 
fesseurs des mathématiques: Dr Hugo Steinhaus, Dr Włady- 
sław Ślebodziński, Dr Bronisław Knaster, Dr Edward 
Marczewski. Suppléant du professeur de la mécanique ra- 
tionelle: Dr Władysław Ślebodziński. 

L'Académie des Mines avec les Facultés Polytechniques 
à Cracovie. Professeurs des mathématiques: Dr Otton Niko- 
dym, Dr Stanisław Gołąb. Suppléants des professeurs des 
mathématiques: Dr Adam Bielecki, Dr Włodzimierz Wrona. 

L'École Polytechnique de Gdańsk. Le professeur des mathé- 
matiques: Dr Stanisław Turski. Le professeur de la mécanique 
rationelle: Dr Maksymilian Huber. 

L'École Polytechnique de Łódź. Le professeur des mathéma- 
tiques: Dr Edward Otto. 

L'École Polytechnique de la Silesie (a Gliwice, Haute Silésie). 
Les professeurs des mathématiques: Dr Julian Bonder. 
Dr phil. Stanisław Kaliński. 

L'École Polytechnique de Varsovie. Les professeurs des mathé- 
matiques: Dr Stefan Straszewicz, Dr Władysław Nikliborc, 
Dr Witold Pogorzelski. Le professeur de la mécanique ra- 
tionelle: Dr Kazimierz Zarankiewicz. 

HABILITATIONS 


= 


A. Habilitations de mathématique: 

L'Universitć de Lublin. Dr Jan Mikusiński. Dissertation: 
Hyper-nombres (à paraître dans les Annales del U'niversite de 
Lublin). 
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L'Université de Varsovie, Dr Edward Marczewski. Disser- 
tation: Sur les ensembles et les fonctions absolument mesurables. 

L'école polytechnique de Varsovie. Dr Edward Otto. 
Dissertation: Sur une généralisation du théorème de Salmon. 

B. Habilitations de la logique mathématique: 

L'Université de Cracovie. Dr Stanislaw Jaskowski. Disser- 
tation: Sur certains groupes formes de classes d'ensembles et 
leurs applications aux définitions des nombres. 

Dr Andrzej Mostowski. Dissertation: L'aaiome du choix 
pour les ensembles finis (Fundamenta Mathematicae, vol. 33 
(1945), pp. 137—168). 

Dr Jerzy Słupecki. Dissertation: Recherches sur la syllo- 
gistique d'Artstote. | 


THÈSES DE DOCTORAT 
L'Université de Cracovie: 
Jan Mikusinski: Sur le problème d'interpolation dans la 
théorie des équations differentielles linéaires. 
Jacek Szarski: Sur un problème de caractère intégral 
relatif à l'équation: 
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tout entier. 

Andrzej Turowicz: Sur les fonctionelles continues et multi- 
plicatives. 

Włodzimierz Wrona: Sur les conditions nécessaires et 
suffisantes qui caractérisent les espaces einsteiniens, conforme- 
euclidiens et les espaces a courbure constante. 

Zygmunt Zahorski: Sur les points singuliers des fonctions 
de classe C@ (A paraître dans les Fundamenta Mathematicae, 
vol. 34). 

L'Université de Poznań: 

Andrzej Alexiewicz: Sur les suites d'opérations. 


MATHEMATICIENS POLONAIS A L'ETRANGER 
ET MATHEMATICIENS ETRANGERS EN POLOGNE 
Prof. Dr Wacław Sierpiński, invité par la Société Mathé- 
matique de Suisse a prononcé au mois de mai et juin 1946 des 
discours dans les universités de Zürich, Bern, Geneve, Bâle, 
Lausanne, Freiburg et Neuchâtel. 
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Prof. Dr T. Banachiewicz et Prof. Dr Józef Witkowski 
ont pris part dans le Congrès des astronomes a Copenhague 
en avril 1946. 

Prof. G. Bouligand a passé quelques jours à Cracovie et 
à Varsovie en été de 1945. 

Dr Gustave Choquet, membre d'Institut Francais à Cra- 
covie a donné des conférences à Varsovie le 7, VI. 1946 et à Cra- 
covie le 28. V. 1946. M. Choquet passe l’année 1946/47 à Cra- 
covie en collaborant avec les mathématiciens de Cracovie. 


LIVRES ET PÉRIODIQUES PARUS 


Annales de la Societe Polonaise de Mathématique, vol. XVIII, 
(Kraków 1945, Instytut Matematyczny U. J.,.ul. św. Jana 22, 
p. V+170 +2), Contient 12 travaux de 11 auteurs. 

Fundamenta Mathematicae, vol. 33 (Warszawa 1945, Semi- 
narium Matematyczne Uniwersytetu, ul. Hoża 69, p. XII --367). 
Contient 34 travaux de 22 auteurs. 

Dr Stanisława Nikodymowa: Wybrane zadania z analizy 
matematycznej, 2 édition (Kraków 1946, Księgarnia lingwi- 
styczna, ul. Krupnicza 26, p. 277). 

Dr Otton Nikodym: Spójrzmy w głębiny myśli. Cykl 
wykładów popularnych z dziedziny nauk ścisłych (Kraków 
1946, Księgarnia lingwistyczna, ul. Krupnicza 26, p. 110). 

Dr Franciszek Leja: Geometria Analityczna (litographié, 
Kraków 1946, Kółko Matematyczno-Fizyczne U. U. J.). 

Dr Stanislaw Gołąb: Matematyka dla przyrodników (lito- 
graphie, Kraków 1945 et 1946, Koło Chemików Uniwersytetu 
Jagiellońskiego). 

Dr Stanislaw Gołąb: Geometria Analityczna (litographié, 
Kraków, 1945 et 1946, Sekcja Wydawnicza bratniej Pomocy 
Studentów Akademii Górniczej w Krakowie). 

Dr Stanisław Gołąb: Równania Różniczkowe (litographié, 
Kraków 1946, Sekcja Wydawnicza Bratniej Pomocy Studentów 
Akademii Górniczej w Krakowie). 

Antoni Chromiński: Matematyka stosowana (litographić, 
Kraków 1946, Sekcja Wydawnicza Stowarzyszenia Studentów 
Inżynierii w Krakowie). 


Problèmes 


Soit E un ensemble fermé et borné des points de l’espace 
a 3 dimensions, |p,p.| la distance cartesienne des points 
pı et Po, R un nombre naturel fixe et 
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Prouver que la suite des fonctions du point variable « 
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converge partout en dehors de E (ou montrer que cette 
proposition est fausse). 


Probleme de M. F. Leja 
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Les publications de la Société Polonaise de Mathématique ont 
paru pour la première fois en 1921 sous le titre de » Rozprawy 
Polskiego Towarzystwa Matematycznegoe en un volume compre- 
nant aussi bien des mémoires de langue polonaise que des mé- 
moires rédigés en d'autres langues. Depuis 1922, l'organe de la 
Société porte le titre d’Annales de la Société Polonaise de 
Mathématique; les travaux de langue polonaise paraissent dans 
un Supplément (Dodatek do Rocznika Polskiego Towarzystwa 
Matematycznego), le corps du volume étant réservé aux travaux 
de langues francaise, anglaise et italienne. 


Les tomes I—XIX contiennent 187 mémoires et notes des 
76 auteurs suivants: 


Abramowicz K., Alexiewicz A., Auerbach H., Bielecki A., Biernacki M., 
Bilimowitch A., Borsuk K., Bouligand G., Butlewski Z., Cartan E., Chwi- 
stek L., Cotton F., Delsarte J., Durańona y Vedia A., Flamant P., Fró- 
chet M., Gambier B., Garcia G., Giraud G., Glass S., Godeaux L., Gołąb S., 
Hadamard J., Herzberg J., Hildebrandt T., Hlavaty V., Hoborski A., Ja- 
net M., Kawaguchi A., Kempisty 3., Kobrzyński Z., Kołodziejczyk S., Ko- 
zakiewicz W., Krzyżański M. Labrousse A. Laine E.. Lebesgue H., 
Leja F., Lichtenstein L., Marcinkiewicz J., Mazurkiewicz S., Mikusiński J., 
Montel P., Niklibore W., Nikodym O., Orlicz W., Perausówna I., Piccard 8S., 
Picone M., Popovici C., Rosenblatt A., Le Roux J., Rudnicki J., Ruziewicz S., 
Sakellariou N., Saka S., Severi F., Sieczka F., Sierpiński W., ŚlebodzińskiW,, 
Stamm E., Stożek W., Szarski J., Tonolo A., Tsortsis A., Turowicz A., 
Turski S., Urbański W., Vasseur M., Vitali G., Wajnsztejn D., Wazewski T., 
Weyssenhoff J., Wilkosz W., Zaremba S., Zaremba S. K., Zahorski Z. 


Le prix de ces Annales par un tome est 300 zł en Pologne 
et 3 dollars USA pour l'étranger. Les tomes separés et la collec- 
tion des tomes II—XIX est en vente a l'adresse: 


Administration des Annales de la Soc. Polonaise de Mathématique 
Kraków (Pologne), ul. św. Jana 22. 


